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译者序 


本书的英文版在国外作为数学与统计学专业研究生实分析课程的基础教材，在过去的40 
多年中，已被许多著名大学(如斯坦福大学、哈佛大学)采用. 

本书主要分为三部分.第一部分为经典的实变函数论(包括勒贝格测度、勒贝 格积分 、微 
分与积分等内容)和经典的巴拿赫空间理论'(主要为 P 空间理论).第二部分为抽象空闻理论， 
主要介绍分析中有用的拓扑空间以及近代巴拿赫空间理论.第三部分为一般的测度和积分论， 
即在第二部分理论基础上将经典的测度、积分论推广到很一般的情形. 

本书内容详尽，论证严谨、清晰且极具启发性，分析透彻、深刻，文字叙述简洁、流畅， 
在取材和处理方面不仅深刻地反映了实分析的核心精神，而且包含了作者创造性的构思，.特别 
是对不变测度以及贝尔、博雷尔测度正则性的处理更是别具匠心. 

本书是一部实分析方面难得的优秀教材.译者在力求保持 H . L . Royden 教授原著风格的 
基础上翻译本书，并且希望中文译本的出版能对我国相关专业的人才培养以及广大科学技术工 
作者有所帮助.但限于译者水平，必定会有许多不足之处，希望广大读者指正. 

本书的翻译得到了国家自然科学基金(项目号 10501026) 与南开大学创新基金资助.在本 
书的翻译过程中，译者得到了南开大学数学科学学院的梁科教授等的热情支持和帮助，在此表 
示诚挚感谢.沘外，南开太学商学院的李嵘老师、新疆伊犁师范学院数学系的高文华老师在计 
算机的使用以及译稿的录人方面提供了很大的帮助，在此一并致谢 • 

叶培新 
2005 年 4月 



第 3 版前言 

自上次修订到现在的20年来，尽管本书在贝尔测度的处理和不变测度的省略这两方面有 
一些缺陷，但它已经对几代学生的教育做出了贡献.因此我很高兴有机会提供一个新版本来弥 
补这些缺陷.由于这些内容对我来说是新的，要把握住原作的观点有些困难，所以我就将实质 
性的改动限制在局部紧空间的理论和拓扑空间的测度研究上.其他地方的改动主要是小的改进 
和增加新的习题. 

第一部分几乎没有变动，最值得注意的变动是闵可夫斯基不等式和赫尔德不等式的处理. 
这样的处理对我来说更为自然，它使得当0</><1时立刻给出相反方向的不等式.关于测度与 
积分的第11章与第12章相对来说也几乎不变.只是在第12章中增加了关于积分算子的一节 
与关于豪斯多夫测度的一节. 

第二部分从某种程度上来说进行了重新组织和 扩充： 把紧度量空间和阿斯科利定理所在的 
小节从关于紧空间的一章移到关于度量空间的一章，使得这些题材独立于拓扑空间的一般理 
论.扩展了关于贝尔范畴的内容，说明了在证明中运用该理论时所需使用的一些原理. 

关于拓扑空间的第8章基本没有变动，但第9章大大地改写了，扩充了对局部紧空间的处 
理.不仅建立起了测度论所需的局部紧空间的性质，且在局部紧豪斯多夫空间的背景下讨论了 
仿紧性、穷举和紧的概念.还有一节关于流形及它们仿紧性的意义. ' 

第10章除了一些关于凸性的内容外没有什么变化. 

关于局部紧空间的贝尔测度和博雷尔测度的内容完全重写了.第2版在这方面内容的处理 
上有严重缺陷.我不是指定理和命题的事实有实际错误，而是文中有误导，并且习题中的许多 
陈述是错的.主要的问题正如同其他一些出版物中一样，即非 c 紧空间的测度的处理来自于正 
则性.它们之所以造成误导是因为回避直接谈到正则性.而现有的处理则直接面对这些问题， 
且证明了贝尔(或博雷尔)测度是内正则或拟正則的，但不总是既内正则又拟正则.包含了这个 
内容就给出了 C „ O 0 上的正线性泛函的里斯-马尔可夫定理的直接证明.该证明独立于丹尼尔 
积分，因此我们把丹尼尔积分放到本书的末尾. 

关于测度空间的自同构的第15章被大大地重写，扩充了完备可分度量空间上的博雷尔测 
度的讨论.我希望通过强调这些空间与某些标准的测度空间（特别是 R 的区间上的勒贝格测 
度）的等价性来使我的朋友 George Mackey 高兴. 

现有版本的第三部分包含了关于不变测度的新的一章.因为我不满意该理论通常的建立方 
法，所以在先前的版本中我略去了这一主题.我认为哈尔测度的标准表达式在用选择公理以保 
证加性这一点上是笨拙的，因此我想沿用巴拿赫在可分度量空间运用的极限概念的推广来代替 
它我也相信关于不变测度的适当背景是局部紧空间 X 上的同胚的传递群.因此拓扑应该在 
齐性空间 X 上，其中同胚群是一个不必有拓扑.结构的抽象群.当然，这个群必须满足一些条 
件以使得 X 上存在在该群下不变的贝尔测度.我引人了一个称为拓扑等度连续的性质，并且 
证明它足以保证不变_度的存在.在包括局部紧拓扑群的许多特殊情形下，我们考虑了这种侧 
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度的惟一性，同时也考虑了微分同胚群并引人胡尔维茨积分.该积分在 i 午多情形下能对被积元 
给出具体的公式，这是它的一个优点. 

在本书最初计划与编写时，一般认为勒贝格积分理论是研究生水平的内容，本书恰好设计 
作为一年级的研究生学时一年的课程教材.而那时本科生的课程倾向于对优秀学生也包含勒贝 
格积分的内容，并且发现本书也用在这个水平上的课程.因此这里所提供的内容变得困难且让 
人迷惑.我试图将各章安排得有相当大的独立性以使得本书可适用于多种课程.对于短期课程 
一种可能的选择是覆盖第一部分和第11、12章，这就给出了 R 上的微分与积分以及抽象的测 
度和积分基础知识的全面讨论.还可用覆盖度量空间的第7章和有关 E 拿赫空间的一些主题的 
第10章加以补充.对那些熟悉基本的测度和积分理论以及度量空间要点的学生，可以用以下 
方法构造一个关于拓扑空间的测度和积分的短期 课程： 以第7童和第8章作为背景内容，覆盖 
第9、13、14和15章内容. 

在写本版中关于集合论的一章时，我打算给出一种不同的观点，强调关于数学基础的各种 
哲学观点，且告诫人们不要离开集合所嵌人的形式系统来赋予集合本质和意义.按这种观点重 
写该章的尝试遭到了抵制，但我希望本书的读者在对无限集的本质形成固定的观点之前读一些 
关于数学基础的书. 

感谢在过去的20年中所有给我提出改进意见的读者 .Jay Jorgenson 和 Hala Khuri 阅读且 
检验了证明 ， Elizabeth Arrington 和 Elizabeth Harvey 将大量的手写改正内容转为适于印刷的 
稿件.在此，对他们表示特别感谢. 


H . L . Royden 
斯坦福大学 
1987年7月 



第 2 版前言 


本书是随着斯坦福大学的课程“实变函数论”一起成长起来的，这一课程在过去的十年里我 
已讲授多次.该课程是为数学与统计学专业的一年级研究生设 计的. 学习该课程要求有本科数 
学的一般背景以及对本科涉及分析基本概念的课程内容较为熟悉.我试图覆盖每个研究生都应 
该知道的经典实变函数论与测度和积分论的基本内容，以及一般拓扑与赋范线性空间理论中更 
为重要与基本的一些题材.这里所给出内容的处理方式在这种类型的研究生课程中是十分标准 
的，虽然本书中在讨论測度与积分的一般理论之前首先讨论了勒贝格测度和勒贝格积分.我发 
现这是一次愉快的实践，因为学生首先熟悉了一个重要的具体情形，接着就看到他所学的知识 
还适用于很一般的情形. 

本书的各章之间有相当大的独立性，而“致学生的序言”中的附图给出了各章之间的内在联 
系.因此教师可以根据意愿将这里的内容安排成--个课程，处于讨论主线边缘的各节用星号 
(*) 标记.“致学生的序言”中列出了一些记号、习惯用法且提出了一些建议. 

本书的内容属于数学中的共同文化，并且反映了许多数学家独具匠心的成果.本书对它的 
处理特别归功于 Constantine Caratheodory ^ Paul Halmos 与 Stanislaw Saks 已出版的著作以及 
Andrew Gleason、John Herriot 与 Lynn Loomis 的演讲和讨论.本书的第 15 章是与 John 
Lamperti 集中讨论的结果. 

我还要感谢许多学生与同事们的有用建议和批评.对于前者，我想特别提到 Peter Loeb , 
他阅读了我原有版本的手稿并且帮助澄清了一些证明；我还要提到 Charles Stanton , 他阅读了 
这个修订版的手稿，改正了陈述与命题中的一些错误.至于同事，我想特别感谢 Paul Berg ， 
他向我指出了李特尔伍德的“三大原 理”； 我也想特别感谢 Herman Rubin , 他在我第一次教这 
门课程时提供了许多定理的反例/此外还有 John Kelley , 他阅读了手稿，提出了许多有用的 
建议且使我省略了一些注记(然而有几个以脚注的形式出 现）. 最后，我要感谢 Margaret Cline 
将原有版本转化为打印稿时的耐心和技巧 ， William Glassmire 阅读了修订版的证明， 
ValerieYuchartz 录人该版本， Macmillan 的编辑们在我写这本书期间的体谅和鼓励 .. 


H . L . Royden 
斯坦福大学 
1967年9月 



致学生的序言 

本书覆盖了每个数学专业的研究生都必须知道的部分内容.因为想不出一个更好65名字， 
所以就把这里的内容称为实分析，用这个名字是指现代数学中那些根植于经典的实变函数论的 
部分.其中包括经乘的实变函数论自身、测度和积分、点集拓扑以及赋范线性空间的理论.本 
书相应地分为三部分.第一部分是经典的函数论，其中包括经典的巴拿赫空间.第二部分是一 
般拓扑与一般巴拿赫空间的理论，第三部分是测虔与积分的抽象处理. 

预备知识. 假定读者已经对实变连续函数的主要定理和黎曼积分有所了解，本书没有正1 
式使用该知识，而第2章(正式地)提供了所需的全部基本定理.不过，本书第2章内容只进 
行简要论述，目的是回顾和作为后面各章的导言.因此对于该知识不甚了解的读者或许会发 
现这里的内容难于学习.另外，我们还假定读者对于一般本科课程中讲授的现代代数基础知 
识有所了解.在一些边缘的节用到了群和环的定义和基本性质，而且在第10章用到线性 
向量空间的基本概念.集合论则贯穿全书所有内容，在本书第1章中论述该理论时对一些 
基本事实进行了概括.由于其他部分充满了集合论的应用，因此学生应该在学习本书的 
过程中适应集合论的论述方式.建议读者首先粗读第1章，以后在需要时再回过头来重新 
复习.在 Halmo S [6] e * Supp es [14] 中对于集合论有更为全面透彻的论述，相信可以对读 
者阅读本书有所帮助. 

逻辑 符号.使 用某些逻辑表达式的缩写是比较方便的.我们用‘‘&”表示“和”，所以 
“ A & B ” 是指 “ A 和“ V ”表示“或”，所以 “ AVB ” 是指 “ A 或 B ”； 表示“非”或“否”，所 

以 “ nA ” 是指“非 A ”. 另一个经常使角的重要符号是它有许多同义词， “ A ^ B ” 可表达为 
“如果 A 成立， B 亦成立”,蕴涵， “ A 成立仅当 B 成立”， “ A 是 B 的充分条件”，“ B 是 
A 的必要条件”.表达式 “ A 令 B ” 等价于 “(， A ) VB ” 和此外，还使用像 “A ㈡ 
的符号，这表示 “（ A => B ) & “ A ㈡ 等价于 “ A 成立当且仅当 B 成立 ”， “A iffB ”， 
“ A 等价于， “ A 是 B 的充分必要条件”. 

除前面的符号外，我们另外使用两个 缩写： “ U )” 表示“对于全体 x ” 或“对于每一个: n ”， 
而 “ Gd ” 表示“存在一个 x ” 或“对于某一个 x ”. 因此表达式(: c )(330(: c <： y ) 是指对于每一个 : c 
都存在一个: y 大于 ： c . 类似地， （3; y )( x )(： ■: <3；) 是指存在一个: v 大于每一个: c . 要注意这两个 
陈述是不 同的： 应用于实数时，第一个陈述正确，而第二个陈述错误. 

由于说存在一个 X 使得 AG ：) 并不意味着对于每个 ： c 有 - lAOc )， 所以 (3 x ) A 0 c ) ㈡ - i (： c )- iA ( x ). 
类似地， ( x ) A ( x )^-(3 x )- A ( x ). 这个规则在我们想要表达复杂陈述的否定时常常是方便的. 
因此 


* 此为原书页码.一编辑注 
e 括号中的数字参见本书后面的“参考文献”. 



- ■{( x )(3： y )( x <; y )} ㈡ - ■(：(：) ~<( y ) -'Cx < y ) 

^ C 3 x )( y ) - i(x < y ) 

IX] (Bx)(3/)(^<x), 

其中我们用实数的性质推出，(: c <30 ㈡ (3<工). 

有时我们也对标准的逻辑符号进行略微的改动.我们写 （ e >0)( …），(35>0)(-), 
OxeAK -) , 意味着“对于每个大于0的£(•••>”，“存在一个大于0的5使得 （… ）”，“存在集 
合 A 中的一个: C 使得这种改动简化了表达.例如，用标准逻辑符号， （ e >0)( …） 应写为 
( e ){( e >0)^(-)}. 

关于如何正式地使用逻辑符号的全面论述，可参考 Su PpeS [14]. 

陈述及其 证明.绝大多数数学中的主要陈述（定理、命题等）有其标准的 形式： “如果 A ， 
那么 B ” 或者用符号表达为 “ AaB ”. 的逆否命题为 （^6)4(-^). 很显然，一个陈述和 

它的逆否命题是等 价的； 也就是说，如果一个为真，另一个亦为真.证明一个形如的 
定理的直接方法是从 A 开始，推出它的各个结论，然后以 B 结束.有时用逆否棒更容易证明 
一个定理，即从开始导出， A . 第三种证明方法是反证法或归 谬法： 从 A 和， S 开始，导出 
矛盾.强烈建议不要使用反证法！这有两个理由：首先，这样的证明通常有错，最后的矛盾 
是由前面的错误推导而不是 A 与-的不相容性引起的.其次，即使正确，也看不出多少 A 
与 B 之间的联系.而直接证明与逆否证明构造了连接 A 与 B 的论证的链.用反证法比用直 
接证法和逆否证法容易出错的原因是，在直接方法中（假定假设不总是错的），当假设成立 
时，所有从假设推导出的陈述是正确的，类似地，.对于逆否法，当结论是错的时候，从结论 
的否推导出的陈述是正确的.这两种方法，一种处理的是正确的陈述，一种是关于什么是正 
确的直觉和知识，它们有助于避免做出错误的陈述.然而，用反证法，你假定了不真实的世 
界（假定定理是正确的)，其中任何陈述都可推导出来，因而陈述的错误显示不出错误的 
前 推理 • 

本书每一章的主要陈述连续依次编号，它们以引理、命题、定理或系的形式出现.定理将 
被经常使用，因此应该记住.命题本身也有独立的意义但不经常使用，而引理通常仅用来证明 
本节的命题和定理.同一章引用的陈述使用编号说明，如定理 17. 引用其他章的陈述以形如 
命题 3. 21 出现，意思是第 3 章的命题 21. 关于习题也使用了类似的约定.本书尽量避免各章 
乏间 陈述的引用，而是用诸如“勒贝格收敛定理”来命名定理；还有一些对编号的陈述的引用， 
它们大多是辅助性的引用，学生应该知道而不一定去参考. 

定理、命题等的证明以“证明”开始而以符号结束.“■”的含义是“这完成了证明”.若 
-个定理具有形式 “ A ㈡ B ”， JU 证明通常分为两 部分： 一是“仅当”部分，证明二是“当” 
部分，证明 B => A . 

各章之间的关 联性.每一章和前面各章的关联可参阅下图. 10 a 表示 10. 1 〜 10. 4 和 10. 8 
节； 10 b 表示 10. 5〜 10. 7 节. 
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第 1 章集合论 


1.1 引言 


集合论是现代数学最重要的工具之一.对集合及其在数学基础中的使用的研究始于19世 
纪与20世纪之交的康托尔、弗雷格、罗素等人，他们的研究似乎表明所有数学都可以仅仅建 
立在集合论之上.事实上绝大部分数学可以建立在集合论之上，但是这个集合论不是像弗雷 
格、罗素所设想的那样简单自然；原因是人们很快发现自由地、无批判地使用集合论会导致矛 
盾，因此 对寒合 论的研究必须在设计 ai 多种方案以排除这些矛盾的基础上小心翼翼地开展.大 
致说来，当人们使用的集合“太大”时，例如试图描述一个包含所有事情的集合时，矛盾便出现 
了.本书中我们用以下方法来避免这些 矛盾： 在我们讨论的范围内，固定某个集合或空间 X ， 

且仅考虑那些元素取自 x 中的元素的集合，或元素取自 x 的子集的集合(这种集合称为集簇）， 

或元素取自 x 的子集的集簇的集合(这种集合称为集族），等等.在前面的几章，通常假定 x 
为全体实数. 

本章我们描述一些后面要用到的集合论概念，所给岀的论断不太严密，不讲求在集合论的 
固有基础上严格论证，但(希望)可被理解.这里给出的描述和记号绝大部分与哈尔莫斯在他的 m 
书 NaiveSetTheoryM 中所描述的集合论一致.然而与本书的目标与风格相应，像自然数、 

有理数、函数等概念假设为原始的、已知的，而在哈尔莫斯的书中则可以根据集合论的概念来 
严格定义这些概念. 

关于集合论的公理化讨论，建议读者参考萨比的书 Axiomatic Set Th e 0 ry [14] 或者凯利的 
书 General Topology [9] 的附录. 

自然数(正整数)在本书中极为重要，因此我们引人特殊记号 N 来表示自然数集.同时我 
们承认数学归纳法及良序原理.数学归纳法指的是，如果 PU ) 是对每个自然数 n 都有定义的 
命题，那么 { P ⑴& • [ P ( n )^ P ( n + l )]}=»( n ) P ( n ). 良序原理则断言自然数集 N 的每一个非 
空子集都有一个最小元素. 

集合论的基本概念是集合与集合的成员.我们用符号表示后一个概念，用来表 
示 “ x 是 A 的一个元素(或成员）”这一陈述.一个集合完全由它的元素所确定，也就是说，如果 
对两个集合 A 和 B , 当且仅当 x € B , 那么 A = B . 假定集合 A 中的每个元素都在集合 B 
内，即那么我们说 A 是 S 的一个子集或者 A 包含于 B , 记为 AC _ B . 因此我们 
总是有 ACA , 而且若 ACZB 且 BCA ， 则八=及谈到“包含”的概念，我们或许遇到比较遗憾 
的 事情： 英语短语 “contained in ” 通常既可用来表达概念又可用来表达概念 “ C ”， 但这里 
我们仅用它来表达后一种概念.当我们写“: c 茫 A ”， 意味着“非 U 6 A )”， 即 I 不是 A 的一个 
兀素. 

由于集合由它的元素所确定，所以确定一个集合最常用的方法之一就是列出它的所有元 
素， 因此集合有以下 定义： 集合 A 是 X 中所有具有性质 P 的元素 x 的总体，.简写为 
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A = {xe X ： P ( x )}. 

因此; t € A « l>eX & P (: C )]. 其中，当集合 X 熟知时，有时简写为 e 
m A = { x : P ( x )}. 

我们通常考虑一个具有一些元素的集合，但为方便起见我们也考虑一个不具有任何元素的 
集合.由于集合完全由它的元素所确定，因此这样的集合仅有一个，我们称它为空集，且记为 
0 . 若 A 是任意集合，那么0的每个成员（实际上一个也没有)都是 A 的成员，因而 0 CA . 因 
此，空集是任意集合的一个子集. 

如果: c , ： y ， 2是乂的元素，我们定义集合为具有惟一元素 x 的集合；集合 U ， y } 为 
恰有两个元素: c 和 y 的 集合； 集合 U ， 3>，幻为由元素 x ， > Z 构成的 集合； 等等.集合 
称为单元集或 x 的单元素集.我们必须仔细区分 x 与 U }. 例如，总是有 xGU ), 而几乎没有 

x^zx, 

在集合{ X ， „ v } 中， x 对 y 没有任何优先关系，即 { x , W = x }. 因此，我们称 {: c ，： y } 
为无序对.通常也很有必要考虑有序对 〈: c ， y >， 这里我们区分第一个元素 i 与第二个元素: v . 
因此 < x ， y ) = { a , 6> 当且仅当和 y = 6, 自然地，若 x ^： y 则 〈: c ， y )^{ y , x ). 类似地， 
我们考虑有序三元组〈 X ，> 2 >，四元组 〈 x , ： y , Z ， W >， 等等，这里我们区分第一个元素，第 
二个元素，第三个元素 …… 虽然可以通过无序对来定义有序对，三元组，等等(参见哈尔莫斯 
书中的定义），但是这里并不这么做. 

如果 X 和 y 是两个集合，我们定义它们的笛卡儿积或直积 XXY 为其第一个元素属于 X 、 
第二个元素属于7的有序对 {〈: r ， ： y >} 的总体构成的集合.类似地， XXYXZ 是使得 
_ v 6 Y , 的有序三元组 {< x , > z >} 的总体构成的集合.如果 X 为全体实数，那么 XXX 

是全体有序实数对，如同我们从解析几何所知道的那样，它等价于平面上的点集.我们有时将 
xxx 写为 X 2 ,将 xxxx : x •写为 X 3 ,等等. " 

n 

1- 证明 U : x ^ x } — 0 . 

2 . 证明 ：如果 ze 0， 那么 x 是一头绿眼狮子. 

3. 证明： 一般说来 xx(yxz) 与 (xxy)xz 是不同的，但它们中的任一个都与 xxyxz 有 
一个自然对应. 

m 4. 证明良序集原理蕴涵数学归纳法原理.[考虑集合 ueN : 命题尸(《)是错的 h ] 

5. 用数学归纳法来建立良序原理.[给定一正整数集 S , 令 P («) 为命题“若 《 GS , 则 S 有一个 
最小元素” .]' . 

1.2 函数 


谈到从 X 到 Y 的函数/，我们指的是这样的 规则： 对 X 中的每个 x 指定 Y 中的惟一元素 
/( X )与之对应. xxy 中所有形如〈 X ， /( x )> 的有序点对称为函数/的图像. XXY 的子集 G 

e (直接或间接) 给出} itx 的限制是必要的，否则，我们会遇到所谓的罗素悖论(参见 su Ppes [ i 4 ], 第 6 页). 
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是 X 上函数的图像，当且仅当对每个 x 6 X ， G 中有惟一的有序点对， k 第一个元素是1由 
于一个函数可以由它的图像所确定，因此许多人常常将函数的图像作为它的定义.但即便如此 
或者用函数的原始概念都与我们的目标关系不大 e . 

函数又称映射，我们将/是 X 到 Y 的函数这一事实记为 

集合 X 称为/的定义域.函数/•可以取到的值的集合 (3: t ) b /=/(: c )]} 称为值域 •一 
般说来函数/的值域比 Y ■小.如果函数/的值域就是 T ， 则称函数/是 Y 映上的.（此时也可 
用 另一个 术语： /是 满射的 •） 

若 A 是 X 的子集，我们定义它在映射/下的像为集合 Y 中可以表示成3/=/(:>:)的元素的 [ J 1 
总体，其中 x 属于 A . 我们将像记为 /[ A ] 

./[ A ] = {y ^ y ：(3 x)[x 6 A , y = /( x )]}. 

因此 / 的值域为 /[ x ], 且 / 是 y 映上的当且仅当 y •二 /[ x ]. 

比一个集合在映射/下的像更为重要的概念是一个集合在映射/下的逆像.如果 b 是 Y 
的一个子集，我们定义它在映射/下的逆像厂 1 [ b ] 为 x 中使得 /( x ) 属于 b 的元素集合；即 
/- ! DB] = {xe X t fU) 6 Bh 

我们应注意 / 是映上 y 的当且仅当 Y 的每个非空子集的逆像非空， 

函数/: x — y 称为一对一的(或单叶，单射），若等式 /( A ^/ U ) 仅当时成立. 

从 x 到 y 的一对一函数通常也称为; c 与 y 间的一一对应（它们也被称为双射).在这种情形下 
存在一个函数 g 使得对所有: c 和有 g (/ U ))= x 和 /( & (^))=： y . 函数 g 就称为/的逆， 

有时用记号 / H 来 表示. 

毕意，如果把 g 表示为/― 1 ，那么 /— IE ] 可看成是 E 在/的逆像或是 E 在/- 1 的像•好 
在根 i 我们规定的.记号，这两个集合是相同的. . 

对于两个函数/: X — Y 与 Y — Z ， 我们通过令 / K ： c ) = g (/( x )) 来定义一个新的函数 
h ： X — Z . 函数/ i 称为 g 的/复合函数， 记为 g 。 f . 对于函数/: X — y 与 X 的一个子集 A ， 

我们定义一个新的函数心 A - y ， 使得旦 ( z )=/ u ) 对所有: ceA 成立.这个新函数 g 称为/ 

在 A 的限制，有时写为/丨 A . 在许多情形下都要仔细区分函数 g 与 /. 它们的值域不同，并 
且一个集合在映射/下的逆像与其在映射 g 下的逆像也是不同的. 

在用有序对来定义函数之后，我们应该指出，反过来，也可通过函数来定义有序对.一个 
有序对是一个定义在集合 {1, 2} 的函数.类似地，一个有限序列或一个 n 元组，是一个定义在 
前个自然数的函数，即集合 HeN : i < n ). (我们称这样的集合为 N 的一 个片段 .） 类似地， 

—个无限序列是定义在自然数集 N 的函数.我们用术语“序列”来表示一个有限或无限序列. 

若一个序列的值域在 X 内，则说该序列是取自 X 的序列或 X 的元素的序列.通常在讨论序列 
的时候，我们将函数在的值记为 x , •且称这个值为该序列的第 i 个元素.这与常用的函数记号 


© 函数与其图像的等价性仅当它是从一给定集 X 到另一集 Y 的函数时才是对的，而其他情况考虑这种等价性会遇到 
困难，_例如在定义恒同函数对所有 X )的图像时.因此在把函数当成原始概念正式处理时，必须有描述函 
数性质的公理，如 (/= g ) ㈡ 0>：)[/0>：)=容(: C )], 正如同我们必须有能够构造函数的公理. 
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有所不同.我们通常将有序 n 元组记为 < x ,.>? =1 ， 而将无限序列记为在不会造成误解 
0汁，常简单记为 < X ; >. 序列〈 X ,》的值域为集合 u .}. 因此，有序 n 元组 〈 x ,>? =1 的值域是无序 n 
noi 元组函数的这个记号是合理的，因为它与我们早先关于有序对与无序对、三元组等的 
记号是一致的. 

若集合 A 是某个序列的值域，则称它为可数的.若集合 A 是某个有限序列的值域则称它 
为有限的.非有限的集合称为无 限集. （许多作者把“可数”集的定义限定为无限可数的集合， 
而我们的定义却包含了可数集中的有限集. ） 这里用“可数无限”这个术语来描述无限可数集.在 
1.6 节，我们将再次讨论这个概念. 

以下原理给出一个定义无限序列的有用方法： 

递归定义原理令/ 为集合 X 到其自身的一个函数， a 支 X 的一个元素，那么存在 X 中 
的惟一无限序列< X ,. >使得 ： d = a 且对于每个 i , x ;+1 = / U -). 

直观上看这种序列的存在性是很清 楚的： 定义工 x z = fU ), x 3 =/(/( a )), 以此类 
推.稍微正式一点的证明可如下 给出： 首先根据对》的归纳证明，对每个自然数 n 存在惟一的 
有限序列 

使得 

x { n) = c 与 n /(¥"))， 1 < : < n . 

由惟一性得出^ > 对于成立.因此若定义:为:， 则有: ^ =4对成 

立，并且可看到序列 < x ,.> 满足原理的要求. 

该原理可略推 广为： 对每个自然数 n , 令/,为 X "到 X 的函数且那么 X 中存在惟 
一 的序列 < x ;> 使得工1 = a 且工出：/ 〆 ;^ ， ••- , Xi ). . 

与序列有关的一个重要概念是子序列.为说明之，我们首先引入序列单调的概念， i 从 N 
到 N 的映射 g 满足(0>：/)令(以 i )> g ( y ))， 则称之为单调.对于一个无限序列(即一个定义域 
是 N 的函数)/，我们称 A 是/的一个无限子序列，若存在一个从 N 到 N 的单调映射 g 使得 
nn /!=/。&如果将/写为</,),5写为〈容,>，那么就可以用〈/, ; >来表示/。心 

6. 令/为非空空间 X 到 Y 的映射.证明/是一对一的，当且仅当存在一个映射互使得 g 。/ 
是 x 上的恒同映射，即对所有: cex 有 〆 

7. 令/为非空空间 X 到 Y 的映射.证明/是映上的，若存在一个映射 g 使得/。旦是 V 上的 
恒同映射，即对所有: yey 有 / a (： y ))= y . (其逆命题见习题 21.) 

8. 用数学归纳法证明文中所推广的递归定义原理. 

1.3 并、交和补 

固定一个集合 X ，考虑它的所有子集组成的集合 y ( x ). 我们对 x 的子集实施 某些基 本的 
集合论运算.设 A 与户是 X 的子集，定义它们的交集 Afl _ B 为既属于 A 又属于 B 的所有元 
素.因此 \ 
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AQB = { x：xe A & x 6 B }- 

注意这个定义对 A 和 B 是对 称的； 即 ADB = BnA . 进一步有 AflBCA 且 ADB = A ^ AC ： 
b . 还有 ( AnB ) nc = An ( Bnc )， 因此把这个集合写为 Ansnc . 该集合是属于 a , b 与 c 
的元素的总体. 

我们定义两个集合 A 与 B 的并集 A UB 为属于 A 或属于 B 的元 素. 因此 
A U B = { x：x 6 -A V x 6 B }. 

我们有 

A\JB = B\JA 

A U (B U C ) = (A U B ) U C = AUB U C 

- A 匚 AUB 

A = A U B^B CZ A . 

还有关于并与交之间的关系，这些关系称为分 配律： 

a n (b u c ) = (a n b ) u (乂 n c ) 
a u (b n c ) = (a u b ) n (a u c ). 

在这些关系中，空集 0 和空间 x 起着特殊的 作用： 

AU 0 = A , AD 0 = 0 
AU X = X , AD X = A . 

如果 A 是 X 的一个子集，我们定义 A 的补集 1( 相对于； 0 为 X 的不在 A 中的元素总体. 

于是 

A = {x X-.X A ). 

有时也将3写为〜 A . 矣于集合的补.集，我们有 
0 = X , X = 0 

A = A , A[JA = X , Af|A = 0 
AcB ㈡ S 匚 A . 

关于集合的并与交的补有两个特殊的运算律，称之为德摩 根律： 

〜 （A U ' B ) = Af]B 
~ (A n B ) = A U B . 

如果 A 和 B 是 X 的两个子集，我们定义差 B 〜 A 或者 A 在 B 中的相对补集为 B 中那些不 
属于 A 的元素，那么 

jB ~ A = { x：x ^ jB &■ x $ A }. 

所以有 B ~ A=Bni 

我们也用记号 AA _ B 来表示两个集合 A 与 B 有如下定义的对 称差： 

AAB = (A ~ B ) U (B ~ A ). 

两个集合的对称差为那些仅属于它们其中一个集合的点的总体. 

若两个集合的交集为空集，称这两个集合是不相交的.若一个集簏 e 中的任何两个集合都 
不相交，则称该集簇 e 为不交集簇或两两不相交的集簇. 


回 
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将两个集合取并集(或交集）的过程重复多次，就可以得到有限集簇的并集（或交集）.因 
HE 此，可以给出任意集簇交集的 定义： 集簇 e 的交集为 x 中那些属于 e 的每个成员的元素的总体. 
将这个交集记为 Ha 或 nM : AGe ). 因此 

A 6 e 

「| a = u e x : ( A)(Ae e->x e a >}. 

A€e 

类似地，可以定义任意一个集簇的并为 

(J A = {x e X ：(3 A)(A 6 e &■ X G A )}. 

德摩根律对任意的交与并都 成立： 

〜 [n + uA. 

u Aee J A6e 

还有以下分 配律： 

b n [ U a] = g (b n a) 
b u [ n a " 1=n (b u a). 

L Aee 」 Aee 

根据定义，空集簇的并集为空集而空集簇的交集是空集. 

至于 x 的子集的序列，我们指的是取值于 y ( x ) 的序列，即从 n (或 n 的一段）到; P ( x ) 的 

映射.若 < a ; > 是； r 的子集构成的无限序列，将该序列的域的并写为 Oa , •.因此 

t=l 

oo 

jj Ai = { x-OOix 6 Af )}. 

类似地，若的子集构成的有限序列，.将该序列的域的交写为 (1 b ,. .因此 

* = 1 

fl s , =氏 n 执 n … n b „. 

i=i . , 

閒 鉴于序列的记号是如此便于使用，因而可将它推广至任意集簇.为此引人加标的集簇的概 

念 - X 的一个加标子集(或 X 的子集构成的集簇)是一个从指标集 A 上到或 X 的子集）的一 
个函数.若 A 为自然数集，则加标集合与序列的概念是一致的. 

为与序列的记号一致，通常用 •^来 取代: c ( A )， 并将加标集合表示为{心}或{心： AGA }. 
即说 U } 被 A 加标.定义一个加标集合的并与交为用来定义该加标集的函数的值域的并与交. 
因此有 

, (J A , = {x G X ：(3 A)(A e A &- X e A ,)} 


与 
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p A, = {x 6 X：(A)(A 6 A=>x 6 A a )}. 
当 A 为自然数集 N 时，我们有 

f ] A ; = f ] A f , 

«€N i=l 

类似的关系式对取并运算也成立. 

若/是将X映入 Y 的函数，是 X的子集构成的集簇，那么 

但我们仅可得出 

' / [ n ^] cf 1 / [ aj . 

至于逆像，对于 Y 的子集构成的集簇{氏}以下等式 成立： 

r[\jB,] = \jr'iB x i 

rl [ n ^]= n / _ i M ' 

广[幻= 〜广 [ B ] 

/ [/-' MIczb 
/ _1 [/[ A ]]3 A . 


且对 BCY 有 

且 B 匚 Y, 有 
与 


議 

9. 证明 ACB ㈡ A 门 B=A«AUB=B. 

10. 证明分配律. 

11. 证明 A 匚 b ㈡ S 匚X 

12. 证明 

a. AAB=BAA fO A A(BAC) = (AAB) AC. 

b. AAB=0OA=B. 

c. AAB=X^A=B. 

d. AA0=A*AAX=A. 

e. (AAB) fl E= (A 0 E) A(B 0 ©• 

13. 证明德摩根律(对任意的交集与并集). 

14. 证明 

B (1 [JJ A] =j_J (BA A). 
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15 
I 

16 


15. 证明：若 a 与 s 为两个集簇，那么 

cu {A ： Aea}j n cu {B ： Bes}] = u (a n b ： <a,b> e ax®}. 


16. 证明 

a . /[ U A a ] = U /[ Ai ||；- 

b . / [ nA A ] c = n /[ A 4 

C. 给出一个例子使得 

/ [n Aj^n/[Aj. 

17. 证明 

a . /- 1 [ U ^]= U /-[ B ,]. 

b . /- i [ DB ,]= n /- i [ Bj . 

c . /- 1 [ B ] = ~ r 1 [ B ] > B 〔 y . 


18. a . 证明： 若 / 将 X 映人 y 且 A 匚 X ， BCY , 那么 


与 


/ -1 [/[ A ]]=) A . 

b . 给出一个例子说明等式不一定成立. 

c . 证明： 若/将 X 映人 Y 且 BGY ， 那么 


/ [/- l M] = B. 


1.4 集合的代数 

由 X 的子集构成的集簇 et 称为一个隼合的代数或布尔代数.若它满足以下三个 条件： 
( i ) 只要 A 与召 属于 a 就有 AUB 属于 a ; ( ii ) 只要 A 属于 et 就有 A 的补 A 属于 ci ; 根据德摩根 
律我们有， （ iii ) 只要 A 与 B 属于 et 就有属于 ct . 根据德摩根律 还有： 若 x 子集的集簇 a 
满足 ( ii ) 与 ( Hi ), 它也满足 ( i ). 因此它是一个布尔代数.通过一次取两个集合的并集，我们看 
到若烏，…， A „ 属于 a ， 则 A : UA 2 U 〜 U 人也属于 a . 同样地，焱⑴义门…门九也属 
于 a . 

我们将发现以下几个关于集合代数的命题是有用的.首 先是： 

1. 命题给定 X 子集的任何集簇 e , 存在包含 e 的最小代数 a ;即存在一个代数 a 包含 e 
且对每一个包含 e 的代数 s , 都有; b 包含 a . 

证明 令 y 为包含 e 的所有代数( X 的 子集) 构成的集族. 令^ =门{®: ®6 J }. 由于 7 中 
的每个 s 包含 e ， 因此 e 是 a 的一个子簇.进一步地， a 是一个代数.若 A 与 S 属于 a , 那么对 
于每个: Bey 有 Ae ： B 、 Be ©. 由于 S 是一个代数， AUB 属于: B . 因为该关系式对每个 
都成立.我们有 aub 属于 rus : 类似地，若 Aea 那么 Aea . 根据 a 的定义可以 

得出，若: B 是一个包含 e 的代数，则 S 3 a . ■ 

包含 e 的最小代数称为由 e 生成的代数. 




2 .命题令 ct 为X的子集的代数且 〈A;> 为 a 中集合的序列，那么存在 et 中的集合序列 <B,.> 
使得当 = 

0 b - = u a ■•- 

*=1 i=l 

证明由于当 〈A ; > 为有限时命题是平凡的，所以假定 <A ; > 为无限序列.设且对 
每个自然数 n>l 定义 

.U A 2 U- UA„ m ] 

= a „ n -Ai n A2 门…门 - A„_i . 

由于 ct 中的集合的补集和交集仍在 a 中，因而有 每个艮 Get , 还有扎 ca „. 令札和 A 为如 
此两个集合，并假定 》i<Oz ， 那么因而 
B m n 艮匚 A m 门 B „ 

= 门 n … n a„ n — 

=(A m n Xj n ••• 

=0 n …. 

= 0 . 

因为 B , •匚 A ,.， 所以 

0 b ‘ c Cu. 

. t=l i=l 

令工 gCJa ,.. 那么: c 必须至少属于这些 A , •中的 一个.令《为使得 16 义,的最小的；， 那么 

i'=l 

，且: c 6 U 凡. 因此 

n==1 . 

。 jB „ 〕。 A „ , 

因而我们有 

0 b - = 0 a - ■ 

一个集代数 a 称为一个代数，或一个博雷尔域，若 a 中的每个可数集簇的并集仍属于 a . 

即，若是一个集列，那么 0 A ,. 仍在 et 中.根据德摩根律， et 中的可数集簇的交集仍属于 
a. 对命题1的证明稍作修改我们得到以下 命题： 

3•命题给定 X的子集的任何集簇 e， 存在包含 e 的最小 a 代数； 即存在一个 a 代数 a 包 
含 e, 使得对每一个包含 e 的 a 代数 b 都有 et 匚! b . 

包含 e 的最小 a 代数称为由 e 生成的 a 代数. 

19. a . 证明命题 3. 
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b . 若 a 是由 e 生成的代数，那么 a 和 e 生成相同的 <7代数. 

20 . 令 q 是一个集簇且£是由 e 生成的 a 代数的一个元素，那么存在一个可数子集簇 e <> ce ， 使 
得 .£ 是由 e 。 生成的<7代数 ao 的一个元素.[提 示： 令 a ' 为所有由 e 的可数子集簇生成的 
代数的并，那么 a '=) a .] 

1.5 选择公理与无限直积 

集合论的一个重要公理即所谓的选择公理.它与公理集合论的其他公理相比显得不那么初 
等.但我们知道选择公理是独立于它们的.许多数学家喜欢它的非常明确的应用与推论，事实 
上关于选择公理的应用与推论已有很多重要的研究成果.但在这里我们对它应用的探讨是不太 
正式的.下面给出该 公理： 

选择公理令 e 为任意非空的集簇，那么有定义在 e 的函数 F , 其将 e 中的每个集合 A 映到 
A 的一个元素 F ( A ). 

函数 f 称为选择函数，它的存在性可看作对 e 的每一个集合 A 选出 A 中的一个元素.无 
ri9l 疑，当集簇 e 为有限个成员时，这样做没有困难，而当集簇 e 为无限时，我们就需要选择公理 
了.若集簇不相交，我们可认为选择公理断言要选出这么一种“议会”，其成员来自 e 中的每个 
集合的可能性. 

令6 = {；^}为被指标标记的集簇.我们定义直积 

Xx A 

为由所有被标记的具有性质 々 e 足的集 合组成的集簇 u ). 若 4={ i , 2}，我们有早先定义 
的两个 集合兄 与不的直积若2={而}是的一个元素，则称而为2的第 A 重 
坐标. 

若某个足为空集，那么也是空集.选择公理等价于它的逆 命题： 若每个 x A 非空， 
那么非空.为此贝特朗 • 罗素倾向于将选择公理称为乘积公理. 

靈. 

21•令/: X — Y 到 Y 映上的，那么存在一个映射 g : Y— X 使得 /« g 是 Y 上的恒同映射. 
[将选择公理运用于集簇 { A : (3^10 满足 As /— 1 [{： y }]}.] 

1.6 可数集 

在 1.2 节中，若一个集合是某个序列的值域，则定义它是可数的.如果它是某个有限序列 
的值域，我们就得到有限集，但一个无限序列的值域也可能有限.事实上每个非空有限集都是 
—个无限序列的值域.例如，有限集 U 是无限序列当 i 〉 n ， ：=〜的值域.因 
此一个集合是可数无限的，若它是某个无限序列的值域，但不是任何有限序列的值域.自然数 
集 N 就是一个可数无限集合的例子. 
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在进一步讨论之前，我们最好先来讨论一下空集.空集不是任何序列的值域（除非我们承 
认有零项序列）.然而，为方便起见，在给出有限集与可数集的定义时，我们约定空集既是有®] 
限的又是可数的. 因此： 

定义 一个集合称为有 限的， 若它或者是空集或者是某个有限序列的值域.一个集合称为 
可数的 （或可列举的），若它不是空集就是某个序列' 的 值域. 

由上面这个定义可立刻得出任何可数集的像是可数的，即可数定义域上任何函数的值域可 
数，类似的结论对有限集也成立. ‘ 

数学上通常会给出稍微不同但等价的定义，该定义基于一一对应的概念.我们首先注意到 
任何可与有限集一一对应的集合是有限的.任何能与可数集'一一对应的集合必须是可数的.由 
于自然数集 N 是可数集但非有限集，那么任何可与自然数集 N —一对应的集合是可数无限的. 

习惯上常用这个性质来定义可数无限集.因此为表明我们的定义与这个通常的定义等价，我们 
必须 证明： 若无限集£是某个序列 U „> 的值域，則它可以与自然数集 N 建立 一一 对应.为此 
我们递归地定义一个从 N 到 N 的函数史：令 〆 1)=1，且定义 ？> U +1) 为使得对所有 
〆 《)成立的最小 m . 因为£是无限的，所以这样的 m 总是存在的，且根据自然数集 N 的良序 
原理，最小的 m 必定存在.因此:^„>是1^与£间的 一一 对应.这样就证明了一个集合是 
可数无限当且仅当它可以与自然数集 N 建立一一对应关系.现在我们可以证明关于可数集的 
—些简单 命题： 

4. 命题 可数集的每个子集可数. 

证明 令它 ={&} 为可数集， A 为£的一个子集.若 A 为空集，则根据定义 A 是可数的. 

若 A 非空，选择 A 中的元素: c . 用以下方式定义一个新序列<%>:若；€灵，若 
x n ^ A , y „= x , 那么 A 是 < y n > 的值域，因此 可数. . .. ■ 

5 . 命题令 A 为可数集，那么 A 的所有有限序列构成的集可数. [ n ] 

证明由于 A 是可数的，它就可与自然数集 N 的一个子集一一对应.因此仅需证明自然 

数的所有有限序列构成的集 S 可数. 令〈2, 3, 5, 7, 11，…，九，…〉为素数序列，那么 N 
中的每个《有惟一的素因数分解 e «=2^ 3^…沖，其中:且々>0.令/为定 
义在 N 上的函数，它将每个自然数 n 映入 N 。 中的有限序列〈:^ ，…， 工。, 那么 S 就是/值域 
的一个子集.因此根据命题4, S 是可数的. ■ 

6. 命题有理数集是可数的. 

7. 命题可数集的并是可数的. 

证明令 e 为可数集构成的可数集簇.若 e 中的所有集合是空集，那么并集就是空集并是 
可数集.因此我们可以假定 e 的集合非空.所以 e 是无限序列〈九>二的值域，且每个 A „ 是无 
限序列〈:的值域.而将<«，映到的映射是从有序的自然数对到集簇 e 的并的映上 
映射.由于自然数对是可数的，所以集簇 e 的并必须也是可数的 • ■ 


e 除1 外； 我们约定写法 1 = 2 °. 
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關 

22. 证明有限集的每个子集都是有限集. 

23. 用命题 4 和命题 5 证明命题 6. [提 示： 映射 

、 <p,q,l)-*- p/q 

〈 p ， g ， 2>— — pi q 

[ 22 ] <1,1,3)-^0 

是一个值域为有理数集、定义域为 N 的有限序列集的一个子集 .] 

24. 证明值域为 {0, 1} 的无限序列集合 E 是不可数的.[提 示： 令/为从 N 到£的函数，那么 
/( W 是序列设乂 = 1 — ，那么 <6„>仍然是值域为 {0, 1} 的序列，且对每个 
T /6 N 我们有<6„>垆 〈 atra >. 这个证明方法即为著名的康托尔对角线法 . 】 

25•令/为 X 到由 X 的子集构成的集簇； P ( X ) 的映射，那么存在一个集合 £ CX ， 它不在/的 
值域中.[提 示： 令 E = U : x $/( x )}.] 

26. 用选择公理与广义递归定义原理证明每个无限集 X 包含一个可数无限子集. 

1.7 关系与等价 

给定 x 与: y ， 它们之间可以有许多种方式相“关联”，例如 ： c =： y ， x ^ y , 或对于工， 
j 为数的 情形工 —般我们说 R 表示一个关系，给定 x 和: y , 或者 x 对: y 有关系 R (写为 
工 RjO 或者 x 对: y 没有关系 R . 若 蕴涵工 6 X 与则称 R 是 X 上的一个关系.因此， 
我们定义 R 的图像为集合 3 -)： ^ y )- 由于若 UR ： y ) ㈡ (: tS ： y )， 我们考虑两个关系 R 与 S 
相同，所以每个集合 X 上的关系被它的图像惟一确定，反过来 XXX 的每个子集是 X 上某个 
关系的图像.因此将 X 上的关系等同于它的图像且定义关系为 XXX 的子集.在许多集合论 
的形式化处理中，一般来说一个关系可简单地定义为有序对的子集 e . 

若一个关系 R 对所有 X 中的 x , y 和 z , 满足都蕴涵 xRz ， 我们称它为叉上 
传递的.因此=和〈是实数集上的传递关系.若一个关系 R 对所有 X 中的 x 和 y 满足: cR ： y 蕴 
涵则称它为 X 上对称的.若一个关系 R 对所有 xfX 满足工 Rx ， 则称它是 X 上自 
反的. . ’ 

_ 一个 X 上的传递、对称、自反的关系称为 X 上的等价关系或简单地说 X 上的一个等价. 

假定=是义上的一个等价关系.对给定的令仏为所有与工等价的元素，即 & = { : y : 

•若）与2都在£,， 那么: y ^ c 且根据对称性和传递性有 z - y •因此&的任意两 
个元素等价.若:那么运：^且这就得到2=工，因而^艮.因此 X 中 
任何与的元素等价的元素，其自身也是&的一个元素.所以，对 X 的任意两个元素 x 和 
y . 集合艮与要么相同（若 xq ) 要么不相交(若 工吴 y ). 集簇此： x 6；0 中的集合称为 X 
在=下的等价集或等价类.因此 X 是其在^下的等价类的不交并.注意到： ce ^， 因而没有 
空的等价类. 


0 '参见 Suppes[14], ; 57页，或 H a 】mos[5]， 26页.然而，应该指出，这样的方法存在一个困难，=、€和 C 不是关 
系.为此我倾向于如 Kell e y[9](260 页)的处理方法，在那里关系不必是有序 3C 的 集合. 
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在=下的等价类的集合称为关于=的商集.有时记为映射 x — f ； 是 X 到映 
上的自然映射. 

集合 X 上的二元运算是一个从 X X X 到 X 的映射.若和: y = y 蕴涵 U + = ( 〆 + 

/) 我们说等价关系=与二元运算“ + ”相容.在这种情形下“ + ”定义了商集 Q = X /= 上的一个 
运算： 若 E 与 F 属于 Q ， 选取 x 6£， y 6 F , 定义 £+ F 为£( 1+ ,) . 由于=是一个等价关系， 

所以 E + F 仅依赖于£和 F 而与 x 和: y 的选取无关. 

想要了解更多细节的读者可以查询 Birkhoff and MacLan e [2] ，145页. 

BP 

27. 证明如上定义的 F + G 仅依赖于 F 与 G . 

28. 令 X 为加法运弇+的阿贝尔群，那么声_ +相容当且仅当龙兵/蕴涵： c + 涉专/十力因此 
诱导运算使商空间成为一个群. 

1.8 偏序与极大值原理 

集合 X 上的一个关系 R 称为反对称的，若对于所有 x 和工％和蕴涵 x =： y . 集合 
x 上的一个关系<说为偏序（或偏序； o 若它在； f 上传递且反对称，因此<是实数上的一个偏_ 
序且 C 是 J >(；0 上的一个偏序.集合 X 上的一个偏序<称为一个线性序(或简单序)若对 X 的两 
个元素 x 和> 不是有: c <; y 就是有因此<是实数上的线性序，而 C 不是 T ( X ) 上的线 
性序. 

若<是叉上的一个偏序且我们常说 a 先于 6或6跟随 a . 有时会说 a 比6小或6比 
a 大.若 E 匚 X ， 我们说一个元素^6£是£的第一元或 E 的最小元，只要 x 6 E 且 x 关 a 就有 
类似地可定义最后(最大)元 .一 个元素称为极 小元，若不存在工使得： c 关 a 且 
类似地可定义极大元.应该注 惫到， 若一个集合有最小元，那么这个元素就是极小元.若<是 
线性序，则极小元是一个最小元，一般来说，可能会有非最小元的极小元. 

我们关于偏序的定义未曾断言: rCx 的可能性或必要性.若对所有的: c 有:则 称夂自 
反偏序.若从未有工那 么夂称 为严格 偏序.因此<是实数上的严格偏序，<是实数上的 
自反 偏序.对任 意偏序<存在惟 一的严 格偏序与惟一 的自反偏序使 得对所 有满足 x 弇 3<的 
< x , 乂与<一致. 若<是任何 偏序， 我们用<表示相伴随 的自反 偏序. 

以下原理等价于选择公理且更便于经常应用.该等价关系的证明与相关原理的讨论，参阅 
Suppes [14], 第8章，或 Kelley [9]，31-36 页. 

豪斯多夫极大值宸理 令夂 为集合 a ■上的偏序，那么存在 X 的一个极大线性有序子集 S ， 

即 x 的子集 s 具有线 性序夂 和以下 性质： 若 scrcx ■且 T 在夂 下是线性序，那么 S =7\ 

29. •令<为叉上的一个偏序，那么 X 上存在一个惟一的严格偏序<和一个惟一的自反偏序<， 

使得对于工关 :V 有 x < y <^> x < y <^> x ^ y . I 25 I 

30. 给出一个有惟一的极小元但没有最小元的偏序集的 例子. 
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1.9 良序与可数序数 

集合X上的一个严格线性序<称为X的良序或称为将X良序化，若X的每个非空子集含 
有第 一元. 因此，若我们取又 =N， 且<指的是小于，那么 N 在关系<下是一个良序集.另一 
方面，实数集合 R 在关系“小于”下不是良序集.以下原理显然蕴涵了选择公理并且能够证明 
它与选择公理等价(见 Suppe S [14]， 第8章，或 K e lley[9], 31-36 页）. 

良序原理每个集合X都可被良序化，即存在一个关系<可将X良序化. 

8•命题存在一个不可数集X•被关系<用以下方式良 序化： 

i. 存在X的一个最后元 a 

ii . 若： cex 且 x 乒 n ， 那么集合 bex : y < x } 是可数的. 

证明令 y 为任意不可数集，比如说习题23所给出的一个例子.根据良序原理，存在 y 
上的一个良序 <• 若 y 没有一个最后元，取不属于 y 的元素用 yuu } 代替 y， 通过令所有 
的 yer 有将关系<延拓到新的 y. 因此这个新的 y 就有一个最后元且在<下是良序的. 
y 中使得集合 uey: :不可数的 y 的全体所构成的集合是非空的.这是因为它包含了 y 
的最后元.令 n 为该集合的最小元，并令: c < n 或 ： c = n }. 那么集合 x •就是我们 
所要的集合. ■ 

上面命题中给出的良序集 x 在构造例子过程中十分有用.可以证明它在以下意义下是惟 
一的： 若 y 是任何具有相同性质的良序集，那么 x 与 y 间存在一个序保持的一一对应. x 中 
的最后元 n 称为第一不可数序数， x 称为小于或等于第一不可数序数的序数集.元素:称 
[261 为可数序数.若 b : : y < x } 有限，则称 X 是一个有限序数.若是第一非有限序数，则 
• {x： 工<«}是有限序数集，并且作为一个有序集，它等价于正整数集 N. 

31. a. 证明一个良序集的任意子集良序. 

b. 若<是一个X上的偏序，且; S： 的每个非空子集有一最小元，那么<是一个线性序进而 
是一个良序. 

32. 令 y 为小于第一不可数序数的序数 集合； ： c < d }. 证明 y 的每个可数子集 
£有一个属于 Y 的上界进而有上确界.（一个元素6称为 E 的一个上界，若:对每个 
:都 成立； 若对 E 的每个上界6 •有 ，则说是 E 的上确界 .） 

33. 良序集X的子集 S 称为一个节，若 

S = {x 6 X -. a :< y ) 

对某个 yex 成立或若 s=x. 证明节的并仍然是一个节. 

34. 令X和 y 为两个良序集.从X到 y 的函数/称为一个后继保持映射，若对每个: cex 元 
素 /a) 是 y 中不属于 /[u: z <：!：}] 的第一元. 

a. 证明 至多存 在一个从X到 Y 的后继保持映射. 

b. 证明一个后继保持映射的值域是一个节. 
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c . 证明：若/是一个后继保持映射，那么/是一对一的序保持映射并且/- 1 也是序保持映 
射. 

d . 证明： 若/是一个从 X 到 Y 的后继保持映射，那么/对一个节的限制也是后继保持的. 

e . 若 X 和 y 是良序集，那么存在一个从它们中间一个映上另一个的节的后继保持 映射； 
即或者存在一个从 X 映上 Y 的节的后继保持映射，或者存在一个从 Y 映上 X 的节的后 
继保持映射.[提 示： 考虑 X 上那些存在一个后继保持映射将其映入 Y 的那些节簇.证 
明存在一个后继保持映射/将节簇的并 S 映人 Y 的映射 S = X 或者 /[ S ]= Y .] 

f . 证 明命题8中的良序集 X 在同构意义下是惟一的. 


[27] 





实变函数论 
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2.1 实数的公理 

我们假定读者已对实数集 R 与实数的基本性质较为熟悉，这些内容通常出现在大学分析 
课程中.本章的目的是对那些要用到的结果进行回顾与系统化. 

切人实数这一主题的一个途径是把它们定义为有理数的戴德金分割，而有理数则可以通过 
自然数来定义.这就给出了实数的一个优美的构造方法，而无需更为基本的概念与集合论.但 
此处我们并不关心实数的构造，而仅把它们当成已知的接受下来.这里列出了一系列有关它们 
的公理.我们要用到的性质都是这些公理的推论.事实上，这些公理较完全地刻画了实数. 

假定实数集 R、 正实数集 P 与从 RXR 到 R 的算符“+”和“ •”都是给定的，并且假设这些 
数集和算符满足以下三组公理.第一组描述实数的代数性质，第二组描述实数的序性质，第三 
组包含上确界公理. 

A . 域公理对于所有实数 z ，； y 和 z , 我 们有： 

Al. x -\- y ~ y -\- x . • 

A2. (: c+3»)+z=:c+(3>+z). 

A 3 •存在 06R 使得工+0=：(：对于所有: cER 成立._ 

A4. 对于每个： c6R 存在一个 w6R 使得： c+w=0. 

A5. xy = yx . 

A6. (, xy ) z = x ^ yz ). 

A7. 存在 16R 使得 1 #0 且 z . l=x 对于所有 x€R 成立. 

A8 .对于每个不等于0的: c€R, 存在 w€R 使得 xw=l. 

A9. x { y -\- z ) ^ xy - Vxz . 

任何满足这些公理的集合称为一个域(在+和•下).从 A1 我们知道 A3 中的0是惟一的. 
事实上在 A4、A7 与 A8 的叙述中已假定了 0是惟一的. A4 中的 w 是惟一的弁将它记为 
“一x”. 我们定义: c— 减去30为: c+(-：y). A7 中的1是惟一的.可以证明 A8 中的《;是 
惟一的且将它记为 “X— 1 ”. 若有一个域，即任何满足从 A1 到 A9 的系统，我们可以对它实施所 
有初等代数的运算，其中包括解线性方程组.我们将使用这些公理的各种结果而不¥特另 IJ 
说明. 

实数具有的第二类性质与实数有序这一事实有关.我们可以用公理化的办法来处理概念 a 
小于6,伹是将正实数作为原始的记号来使用更为方便.因此，第二组公理具有以下形式：. 

B . 序公理 正实数的子集 P 满足以下 公理： 

Bl. 3-6P)^ x +3-6P. 

B2. ( x , y eP )=> xyeP . 

B3. uep )=>- xkp . / 
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B 4. (工 eR )=> U =0) 或者 （ x 6 P ) 或者（一 

任何满足 A 组与 B 组公理的系统称为一个有序域，因此实数全体是一个有序域.有序域 
的另一个例子是有理数全体. 

在一个有序域中，我们定义概念 x <： y 为: y — 用记号 “ x <； y ” 来表示“:^< 3 ；或工=，. 

根据<，公理 B 1 等价于 

(x < ^ < w)=>x + z < y + w , I 32 | 

公理 K 等价于 

(0<Cx<,y&-0< ； z*< w)=>xz < yw. 

公理 B 3 断言一个数不可能既大于又小于另一个数，而 B 4 说的是两个不同的数必有一个较大 
些.由于公理 B 1 蕴涵关系<是传递的,可看到在<关系下实数是线性序.除了在下一节开始 
的讨论外，我们将这两组公理的推论都视为当然，且在不明确指出的情形下使用每 T ]. 对有序 
域的其余性质感兴趣的读者请参阅 Birkhoff and MacLane[2|： ' 

第三组公理仅有一个公理，但该公理使实数区别于其他有序域.与对前两组公理的推论所 
采取的随意性态度不同，我们要明确讨论它的用途.在叙述该公理之前，先介绍一些术 语：若 
S 是一个实数集，对于每个 zeS 我们有就说6是 S 的一个上界.有时我们将这一事实 
表示为 S < b . —个数 c 称为 S 的上确界，若它是 S 的一个上界且对 S 的每个上界6都有 c <6. 

显然，上确界若存在则惟一.这样关于实数的最后一个公理明确地保证了具有上界的集合的上 
确界的存在性. 

C . 完备性公理每个具有上界的非空实数集 S 必有上确界. 

作为公理 C 的推论我们有以下命题： 

1.命题令 L 和 U 为 R 的非空子集，满足 R = LUl /, 并且使得对于每个属于 L 的 Z 与每 
个属于 [/的 w 有那么不是 L 有一个最大元就是1/有一个最小元. 

我们将经常用 sup S 或 gg . x ，某些时候也用 7 up { x : x 6 S } 来表示 S 的上确界.用类似的 
方式我们能够定义下界与下确界，并由公理 C 知道每个具有下界的实数集都有下确界.用 
inf S 或 igx 来表示集合 S 的下确界.注意 i 的 x = — sgg —: c . | 33 I 

■ 

1. 证明 1 GP . 

2. 用公理 C 证明实数集的每个具有下界的非空子集具有下确界. 

3. 用公理 C 证明命题 1. 

4. 若：^与〉是两个实数，当:时定义 max ( x ， y ) 等于: c , 而当3^工时等于义我们常将 
max ( x , : y ) 记为 “ xV ： y ”. 类似地，我们定义 min (: c ， ： y ) 为 : c 与: y 中较小的数，并将它记为 
“工八， • 证明 

a . (x 八： y ) 八 八 (: y 八 z )• 

b . x A y~\~oc V 

C. (- x ) A (一: y ) = — OcV )). 
d . x \/ y + z =( x + z ) V ( y + z ). 
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e . z(x \/ y ) = ( zx ) V ( z ^) > 若 z >0. 

5. 若： c >0 定义 I x I 为若 x <0 定义 U I 为一: q . 证明 

a . I 巧 I = 1 x I \ y \ . 

b . I x+y I < I x I + I \y I . 

c . I j : I —x V (— x ). 

d . xV y = y ( x +>- + I x—y \ ). 
e - 若 一 3><工<》，则 I 工 I <： y . 

2.2 作为 R 的子集的自然数与有理数 

我们已将采用自然数视为理所当然，并用它们来计数.不过我们仍然认为3不仅是自然数 
而且还是实数.事实上，我们不仅用记号1来表示第一个自然数也用它来表示公理7所给出的 
特殊实数.人们可以尝试把实数3定义为1 + 1+1，用“类似的”的方式还可以定义对应于任意 
自然数的实数.运用现有的工具，我们能以更为精确的方式来做这件事情. 

根据递归定义原理，存在一个如下定义的从自然数到实数的函数 ¥>(1) = 1, 且 〆 n + l ) = 
#«)+1(这里右边的1表示实数，而左边的1表示自然数).我们将证明映射 p 是一个从 N 到 R 

[34] 的一一映射.令户和9为两个不同的自然数，比如说/<9,那么9=多+»，且我们将根据对》的 
归纳证明 f (声) <?>(<?). 对于《=1有9=/) + 1且 〆 <7) =?> (/>) + 1 > 〆 />).而对一般的 n , 我们有 
史 (/>+»+1)=95(/>+70+1〉炉(夕+71)，因而 卩 ( p + n )> 〆 /)) 蕴涵 ( jj (/)+ n + l )>^(/)). 因此根据归 
纳， f { p + n )>< p ( p ) , 并且看到映射是一对一的.还可以通过归纳证明 〆 户+ 9 )= 〆 /))+ 〆 ?） 
与 〆 舛)因此 f 给出了自然数 N 与实数 R 的一个子集的一个一一对应， 而且 < p 保持 
和、积与关系<.严格说来，我们应该区别自然数《与它在 p 的像 〆 《) ，但这里不作 区分： 将 N 
视为实数 R 的子集.取两个自然数的差，可得到作为实数 R 子集的整数集，取两个整数的商能得 
到有理数.由于讨论中我们没用到公理 C , 所以同样的结论对任何有序域都成立. p 此赛们已经 
证明了以下的 命题： 

2. 命题每个有序域包含与自然数集、整数集和有理数集同构的集合. 

运用公理 C , 我们可以证明几个关于作为实数集的子集的整数集与有理数集的进一步事实. 
以下定理是关于这些事实的最重要的定理之一，由于历史原因 0 我们称之为阿基米德 公理： 

3. 阿基米德公理给定任意实数 _ r , 存在一个整数 n 使得 x < n . 

证明若 x <0, 取《 = 0.否则满足是的整数々构成一非空集 S . 由于 S 有上界: c , 根 
据公理 C 它有上确界 y 因为 > 是 S 的上确界，所以 : y — | 不能为 S 的上界，因此存在一个 

是 6 S 使得 々>： y — j . 但 々+ l >： y +|>3 N 因而 U +1) 磋 S . 由于 A +1 是不属于 S 的一个整 

数，根据 S 的定义，必须有々+ 1大于: c . ■ 

[35] ' 4 .系 任意两个实数之间必有有 理数； 即若 x <： y , 则存在一个有理数 r •使得 ; c < r <3；. 

0不按历史上的说法，阿基米德将它归功于欧多克索斯. 
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证明首先假设 0< x ， 根据阿基米德公理，存在一个整数 — 那么（1/ 9 )< 

使得(«/ 9 )的整数 n 的集合非空（根据阿基米德公理），因而有一个最小元久那么 
(/> — 1)/?< y ^ ip / q ) ，并且 x = y —( y — x )<(. p / q )—(.\/ q ) = (. p ~ l )/ q . 因此 r =( p — Y)/q 落 
在 x 和 j 之间.若: c <0, 则可以找到一个整数 tz 使得 n > — x . 那么 《 + x >0, 因此存在一个 
有理数 r 使得 n + zCrO + y , 且 r — n 是工和: y 间的有理数. ■ 

2.3 扩充的实数 

通常为方便起见，我们添加两个元素 +° o 和一°=以拓广实数系.这个扩大的集合称为扩充 
的实数集.通过规定对于每个实数 X 有 一 oo < x < c «， 可把<的定义拓广到扩充的实数集.对 
于所有实数 X ,我们定义 

工 + 00 = 00 , X — 00 =— 00 

X • oo = 若： c 〉 0 

X •— oo =— oo 若 x 〉0 

且设 

00 + 00 = 00 , — OO — 00=— oo 

oo • (士 oo) =4 ： OO , — OO • (士 OO) —Zf op. 

运算 00 — 00 无 定义. 但我们采用 0. cx = = 0 这种随意性的约定. 

扩充的实数的一个用法出现在表达式 “sup S ” 中.若 S 是具有上界的非空实数集，我们定 
义 supS 为 S 的上确界.若 S 无上界，写为 sup S =~ ，那么 sup S 对于所有非空集合 S 都有 
定义.若定义 SUP 0 为_■>=，则在所有情形下 sup E 就是大于或等于£中每个元素的最小扩充 
的实数.对于 inf S 也釆用类似的约定， 

取值于扩充的实数集的函数称为扩充的实值，数. [361 

羅 

6•证明当且仅当£非空时有 infE < sup £. I . 

2.4 实数序列 

谈到实数序列 e < x „〉， 指的是将毎个自然数《映到实数 a 的函数.我们说实数 Z 是序列 
<工„〉的 极限： 若对于每个正数 e , 存在一个 JV 使得对于所有有 | x„-l | < e . 很容易证 
明一个实数序列至多有一个极限，若有则把该极限记为 lim ;, 记号 Z = lim ： c „ 表示 
( e >0) ON )(»^ N )( U.-Z |< e ). 

实数序列〈4>称为柯西 序列： 若给定 e >0, 存在自然数 N 使得对于所有 
有 | | < e . 柯西准则 说的是 一个实数序列收敛当且仅当它是柯西序列(见习题 11). 

我们用以下方式将序列的极限概念推广到包括〜值的 情形： limAsoo , 若给定△>()，存 


e 根据第1章的术语这些是无限序列.本书其余部分，由于我们感兴趣的主要是无限序列，所以去掉形容词“无限” 
并且除非特别说明都假定序列无限. 
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在自然数 N 使得对所有 n 彡 N 有: c „> A . 若一个序列有极限则称它为收敛.这个定义的含义有 
两种可能性，它取决于我们所指的极限是实数还是扩充的实数.在大多数分析中较为普遍使用 
的是限制性的定义，即要求极限是一个实数.但你会发现在接下来的个别章节中，有很好的理 
由允许我们把极限取为士 oo . 在那些区分两个不同概念的极限是很重要的时候，我们将尽量用 
短语“收敛于一个实数”或“在扩充的实数集收敛”来明确指出. 

若 Z = lim : t „, 常常写为 Z . 若除此之外，还是单调的，即工 工出， 则写为工„个乙 
在极限为实数情形，关于极限的定义可表述 如下：/是 <:«:„>的极限，若给定 e >0, U „> 除 
[ W ] 有限项外其余的一切项与 Z 相差不超过 e . 比序列有极限较弱的要求是序列有无限项与丨不超 
过 e . 这种情形下我 们称/ 是序列〈:的聚点.因此若给定 e >0 和给定 N , 存在使得 
I x n ~l | < e , Z 是序列<:<：„>的聚点.可将这个定义推广到 Z = 的情形.若给定△和给定 N , 
使得:△则说 oo 是〈:^„>的一个聚点.将该定义稍作修改，对于一^的情形我们也可 
给出定义.因此，若序列有极限 L 则/是一个聚点，反之一般不 成立. 例如，如下定义的序 
列 <: c „>: 〜=(一1)”有聚点+ 1与一1，但没有极限. 

若〈 A >是一个序列，定义它的上极限 如下： 

limx n = inf sup x k . 

■ *^n 

记号 IS 与 lim sup 都可用来表示上极限.一个实数 Z 是〈：(；„>的上极限当且仅当 
«) 给定£>0存在 n 使得& </+ e 对于所有成立 • 

( ii ) 给定 e >0 和给定 n , 存在使得 

扩充的实数 ° o 是序列〈:<：__>的上极限当且仅当给定 △ 和、，存在&彡《使得: c t > A . 扩充的 
实数一^是 < z „> 的上极限当且仅当一 c « = li m A . 

定义下极限 如下： 

limx „ = sup inf x t . •- 

- • t>n 

我们声 一113! x „ = Ii ^(—：«；„)， 且序列 〈: 收敛至扩充实数 Z 当且仅当厂= 
limx „ = limx n . 

若 <4>和<%>是两个序列’则有 

lima :. + lim , y „ < lim ( j ：„ +>»„)< lim x n + lim y „ 

< lim ( x „ + ) < lim x , + lim y n , 

这里我们假定和式不出现 oo — oo 的形式. ' 

7. 证明一个序列至多有一个极限. 

8. 证 明/是 <: c „〉 的一个聚点当且仅当存在一个收 敛于/ 的子序列 

9. a . 证明分别是 < x B > 的最大和最小的聚点. 

m b . 证明每个有界的无限序列都具有一个收敛到某个实数的子序列. 

10. 证明序列 〈 x „> 收攀当且仅当恰好存在一个扩充的实数作为该序列的一个聚点. 

若我们省略“扩充的’’这个论断成立吗？ 
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11. a . 证明收敛到一个实数/的序列 〈: c „> 是一个柯西序列. 

b . 证明每个柯西序列有界. 

c . 证明： 若柯西序列有一个收敛到 Z 的子序列，那么原序列也收敛到 Z . 

d . 建立柯西准则 ：序列 <右>收敛到一个实数 /当且 仅当它是柯西序列. 

12. 证明 lim ： c „= x 当且仅当 <: t „> 的毎个子序列都有收敛到: t 的子序列. 

13. 实数/ 是序列 < x „〉 的上极限当且仅当⑴给定 e 〉0, 存在 n 使得对于所有的 
成立， （ ii ) 给定 e >0 和 n , 存在& 使得;》^>〖一 e . 

14. 证明 IHSx„=oo 当且仅当给定厶和„，3是彡^使得心>么 

15. 证明] •!；„ ， limx . = lim x„=l 当且仅当 Z = lim : c „. 

16 . 证明 

lim x „ + lim y „ < Um ( x „ + yj < lim x „ + lim y „, 

假定不等式的左右两边不出现°°一 oo 的形式. 

17. 证明： 若八>0,且;则 

lim(a:„y„) < (limxjdim y n ) , 

假定右边的乘积不出现0 • ° o 的形式. 

18. 若由& = 〜定义 的序列以 s 为极限，我们说一个序列（或级数)〈：<：„>可和于实数 s 或 

v=l 

oo 

有一个和 S. 在这种情形我们写 S E ‘证明 : 若每个 A > 0,则总存在一个扩充的实数5 

v=l 

使得 

19. 若序列〈4〉满足 ' " 

E u, i<c». 

证明该序列可和. 

20. 令 U _> 是一个实数序列.证明 x = n l &: c „ 当且仅当 

X = XI + 2(工卄1 

V=\ 

21. 令£为正实数集.我们定义！>为 3 叩{印 : ？6?},其中：7是£：的有限子集的集簇,奸是尸的 

*6E 

元素的有限和. 

a . 证明芝 >< oo 仅当 E 可数. 

x€E 

b . 证 明：若 £可数且〈〜> 是从 N 映上£的一对一映射，则 gjx = 

22. 令声为大于1的整数，： c 是一个实数， 0< x < l . 证明： 存在一个整数序列 < a „> 满足0< 
〜</>，使得 


固 
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除去当 x 具有形式 9 / 〆 （这种情况下恰有两种这样的序列）外，该序列是惟一的.证明， 
反之，若<0是满足 0< a „< 多的任何整数序列，级数 


收敛到一个实数 x , 其中 0< x < l . 若/>=10,该序列称为 : c 的十进制 展开.对于 p =2 它 
称为 二进制 展开； 对于 p = 3, 它称为 三进制 展开. 

23•证明 R 不可 数. [用习题 1.24. 用系 3. 4可给出另外一个证明]. 


2.5 实数的开集与闭集 

最简单的实数集是区间.我们定义开区间 ( a , 6) 为集合 { x : a < x < b ). 通常总是取 a <6, 
但也考虑无限区间 U , ^) = { x ; 和（一 00 , b ) = { x ： x < b ). 有时也将实数集写为 

(― oo , oo ) .定义闭区间 [ a ，6] 为集合 U : 对于闭区间[>，6]，我们取 a 与6有限 

OS 但总是假定 a <6. 定义半开区间 U ，6] 为集合 u : a < x <6}, 与 U , b ) = { x ： a <: c <6}. 开 
区间的推广就是 开集： 

定义 实数集 0 称为 开的，若对每个: c 60 存在占>0使得每 个满足 | ； c—：v | <«? 的 3 /都属 
于 o . 

该定义的另外一种叙述方 式是： 一个集合 O 是开的，若对 0 中的每一点 x 存在区间 I 使 
# x6JCO . 开区间是开集的一个例子，空集 0 和实数集 R 也都是开集.下面给出开集的一些 
性质. 

5. 命题.两个开桌(^和^的交集开的. 

证明由于 x € a , 0 ,是开的，则存在 一个衣 > 0 使得所有满足 | < 

负的 j 属于 Q . 类似地， 存在而 > 0 使得所有满足丨 x -： v 丨<&的 y 属于取占为说和 &中较 
小的数，那么占> 0 ,且若 | I < S , 则 3 / 既属于 Q 又属于即属于 QflQ . ■ 

6. 命题任意有限开集的交集是开的. 

7. 命题任意开集簇 e 的并集是开的. 

证明令 t ; 为集簇 e 的并， xeu . 那么存在 oee 满足: ceo . 由于 0 是开的，则存在 e > 
0 使得所有满足 ' I x—：y I < e 的:^属于 0 ,因而属于 u ( 由于 ocu ). 因此 [/是开的. ■ 

根据命题5任意有限个开集构成的集簇的交集为开集.然而，任意个开集构成的集簇的交 

集木一定为开集，例如，取0„为开区间 （一 l / n ， 1/«).那么门0„ = {0}，而 {0} 不是开集， 

n=l 

ED 由命题 7 知开区间的并集是开集.其较强形式的逆也是正 确的： 

8. 命题 实数集的每个开集都是可数不交开区间的并秦. 

证明由于0 寿 开的，对于每个 xe 0存在 一个; y>:c 使得 （: c , : V ) 匚 0. 令 6 = 
3 up {； y ； (. x , y ) CZ 0} , a —' ml{zi Cz , x ) C ：0 }, 那么 a <: c <6， 且爲片 （ a , 6) 是包含工的开区 
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间.现在 4 CO , 这是因为若例如根据6的定义可找到一个; y > w 使得( X ， 

: y ) ca 进而 W eO . 进一步的分析，城0这是因为若660,则对某个00有 (6— e , 6+ e)C 
0 , 因此有(: r ，6+ e ) C 0, 而这与6的定义有矛盾.类似地，还可以证明 a ^0. 考虑开区间簇 
{IJ, x 60. 由于0的每个元素: c 包含在 L 内，且每个4包含于0,就有 OsUL . 令 U ， 

6) 和 ( c , d ) 为这个集簇中有公共点的两个区间，那么必须有（<6与^<次由于 c 不属于 O , 
不属于因而有 c < a . 而 a 不属于0,不属于 ( c ， 心，所以有 a < c ， 因此 a = c . 类似 
地， b=d, ( a , b) = U,d)： 因此开区间簇 { U 内的不同区间是不交的，0是不交开区间簇 
{ IJ 的并集.接下来仅需证明该集簇是可数的.根据阿基米德公理的系可知每个开区间都包含 
一个有理数.因为有一个不相交的开区间簇，每个开区间都包含 一个不 同的有理数，而这个开 
区间簇可与有理数的一个子集建立一一对应，所以它是一个可数簇. ■ 

9. 命题（林德勒夫）令 e 为实数的开集簇，那么存在 e 的一个可数子簇 {0,.} 使得 

Uo = Ua - 

06 e i=i 

证明令 U = U {0: oee }, xeu . 那么存在一个 oee 且: cea 由于 o 是开的，因而 
存在一个 开间乙 使得: GO . 根据系4,可以找到一个有有理端点的开区间人使得 
: te 人 cl . 因为具有有理端点的开区间簇是可数的，所以集簇 { A }， ： ceu 是可数的，并且 

u = U _ L . 对于{人}的每个区间，选取 e 的一个集合0包含它.这样就给出了 e 的可数子簇_ 

一 

而且 1/土 yo ; . ■ 

我们还 将研究 S 集的概念，它是闭区间的推广.下面就从定义闭包点 开始： 

定义实数 x 称为集合 E 的闭 包点： 若对于每个 S > 0 都存在一个属于£： 的： y 使得 
| x—y I <8. .-二 

这个定义等价于说 x 是 E 的闭 包点： 若每个包含: c 的开区间也包含 E 的点.显然，£上 
的每一点就是£的闭包点.我们将£闭包点的集合记为 S , 因此 £ C £. 

10. 命题若 ACB ， 則1亡1，同时(冗 UH )= AU 瓦 

证明 命题 的第一部分可 直接从闭包点的定义得到.由于 ACAUB ， 有万 cOim ). 类 
似地， BC ( AIJB ), 因此 SUBC ：(] TO ). 假设 I 不属于 XUB ， 那么存在一个 A >0 使得 A 
中 的点: y 均不满足 I x -3 - I <5 i ,存在一个灸>0使得 B 中的 点; y 均不满足 I 丨 <5 2 .因 

此若 灸） ，则 AUB 中不存在满足 lx —： y|<S 的点 所以， a : 不属于 ( OTB ) ， 

并有 axm ) c ： sui . ■ 

定义 对于一个集合 F , 若 F =； F 则称它为 闭的. 

由于总有 FCP , 因此对于一个集合 F 若 FCF , 即若 F 包含它的所有闭包点则 F 是闭的. 

空集0和实数集 R 是闭的，闭区间 [ a ，6] 和 [ a , oo ) 也是闭的. 

习惯上用字母 F 来表示闭集(法语， ferme ). 

11. 命题对于任意集合集合 E 是闭 的：即 f == E . 

证明令工为£的闭包点，那么，给定5>0,存在 一个; yGF 使得 | ；y | <5/2. 由于 



26 第一部分实变函数论 


f 43 l 存在一个满足 U—：y I CS / 2 ， 因此 | X-Z | <5,可知：(：是£的闭包点 ..■ 

12 . 命题两个闭集巧与 F 2 的并集& 1 )&是闭的. 

证明根据命题 10 有 

( F , u F 2 ) = F I U F 2 = F , U F z . ■ 

13. 命题任意闭集簇 e 的交集是闭的. 

证明令 x 为 n { F : Fee } 的闭包点，那么，给定 5 > o , 存在一个 Fee } 使得 
I x-y I <^.由于这样的>■属于每个 Fee , 所以: c 是每个 Fee 的闭包点.而每个 f 都是闭 
的，又有 X6P "， 因此工 6 fee }. ■ 

14. 命题开集的补集是闭的，闭集的补集是开的 .. 

证明令 0 是开的.若 xeo , 存在一个^ > o 使得若 | x I <心则>60,因此：<：不能 
是 6 的闭包点.由于不存在一个 3 ^ 6 使得 I 1 < s , 因此 6 包含它的所有闭包点，所以 
是闭的. 

另一方面，令 F 为闭的， X6F , 那么，由于 X 不是 F 的闭包点，所以存在一个 00 使得 
没有满足 | X—j I <3. 因此，若丨丨 <5,则故而 F 是开的. ■ 

对于集簇 e 与集合 F , 若 FCU {0: oee }, 则称集簇 e 覆盖集合 F ， 在这种情况下集簇 e 
称为 f 的一个覆盖.若每个 oee 是开的，我们称 e 是 f 的开覆盖.若 e 仅包含有限个集合，则 
称 e 是有限覆盖.实际上这个术语有些不 一致： 在“开覆盖”里，形容词“开”指的是覆盖集是开 
的； 而在“有限覆盖”中，形容词“有限”指的却是集簇有限但并不是指集簇中的集是有限集.所 
以术语“开覆盖”是语言上的误用，确切的说法应是“被开集覆盖”.但是，这个术语已在数学领 
域中被广泛使用下面就用这个术语来叙述 定理： 

[44] 15.定理(海涅-博雷尔）令 F 为闭有界实数集，那么 F 的每个开覆盖都有一个有限子覆 

盖.即若 e 是一个开集簇使得 fcLHO : oee }, 则存在一个 e 的有限集簇 { Q ，…， o n } 使得 

fc Q o ,, 

证明首先考虑 F 是闭区间 [ a , 6] 的情形，其中 一 oo < a < 6 < oo . 令 E 为具有以下性质 
的数集区间 [ a ， 工]可被 e 的有限个集合覆盖.由于所以 E 非空.而6是它的界， 
它就有上确界 <：. 由于《|>， 6], 存在一个 oee 包含 c . 既然 o 是开的，那么存在 e > o 使得 
区间 ( c — e ， c + e ) 包含于_0._现在 c — e 不是£的上界，因而必有一点满足 ： c > c — e ._ 因 
为 a ^ E ， 所以存在 e 中的有限集簇 { Oi ，…， 覆盖 [ a , x ]. 相应地，有限集簇 {0, ，…， 
0*. 0} 覆盖 [ a , c + e ). 因此1>， c + e ) 中小于或等于6的点落在£:中.由于 [ c ， C + e ) 除 c 外其 
他的点不可能属于 E ， 必有 c =6 且66£：.因此[心幻可被 e 的有限个集合覆盖，这就证明了 
此种特殊情形. 

现在令 F 为任意有界闭集且 e 是 F 的开覆盖.由于 _ F 有界，所以它包含在某个闭有界区间 
[ a , 6 ] 中.令 e * 为将 F 加人 e 后所得到的 集簇； 即 e *= eU {? h 由于 F 是闭的， F 是开的， 
且 e * 是一个开集簇.根据假设， FOJ {0： oee }, 因而 R = FUfcFU ( U {0: oe e }) = 
U { 0 ： oee -}. 所以…是 R 的开覆盖，自然也是[«， &] 的开覆盖..根据前面的证明，存在 e * 
的有限集簇覆盖 「 a ， 6 ]\因 而複盖 K 如果该有限子簇不包含由于它是 e 的子簇因而定理 
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的结论成立.如^该子簇包含 P ， 将它记为<0,，…，0„，戶 }. 那么 FCTFUC ^ UmUft .因 
为 F 的点不^•于 P , 所以有 FCiaU … U 0„, 而集簇，…， CU 是覆盖 F 的 e 的有限集簇. 

■ 

16. 命题 令 e 为 （实数集的）闭集簇且具有 性质： e 的每个有限子簇都有非空交集，并假定 
e 的这些集合中的一个有界，那么 

[] F ^0. B 1] 

F€e 

函 

24. 有理数集是开集还是闭集？ 

25. 什么样的实数集既开又闭？ 

26. 找到两个集合 A 与 B 满足 AflB =0 与 

27. 证明 o : 是£的 闭包点 当且仅当存在一个序列〈％ >满足％ € £且 z = lim % . 

28. —个数: c 称为是集合£的聚点，若它是 £〜 U } 的闭包点.证明£:的聚点集合是一个 
闭集. 

29. 证明 £=£ U £’. 

30. 一个集合称为孤 立的： 若印£，= 0.证明每个实数集的孤立集都可数. 

31. 一 个集合 D 称为在 R 稠密： 若5=艮证明有理数集在 R 稠密. 

32. 用命题5、7和14证明命题12和 13. 

33. 用命题12、13和14坪明命题5和 7. 

34. —个点: c 称为集合 A 化内点：若存在 <5>0使得区间(: c —心 ： C +5) 包含于 A . 将 A 的内点 
集记为 A ° .证明 

a . A 是开的当且仅当 A = A °. 

b . A °=~( I ). ' •- 

35. 运用德摩根律由海涅-博雷尔定理导出命题 16. .. 

36. 令<^>为实数的非空闭集序列且满足 F „ +1 CF „. 证明： 若集合 F , 中有一个有界，则 

关0.请举出一个例子说明，若不要求这些集合中的一个有界，该结论可能不成立. 

37. i 托尔三分集 C 是由所有[0, 1] 中的实数的三进制展开〈〜〉组成的，其中 a „ 不等于 1( 参见 
习题 22).( 若 z 有两个三进制展开，则将没有等于1的项的那个展开式放人康托尔集 .） 证 

明 C 是一个闭集而且它可如此 得到： 首先从[0, 1] 中去掉中间区间 y ), 然后再从剩 

余的区间里去掉(如|)和 ( I ，. 音)，以此类推. 

38. 证明康托尔三分集可与区间[0, 1] 一一对应. 

39. 证明康托尔三分集的聚点集是康托尔三分集本身. _ 

2.6 连续函数 

令/为定义在实数集 f 上的实 值函数.我们说/在£中的点: r 连续，若给定 e >0, 存在 
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占〉0使得对于 E 中所有满足 I x—;y 丨 < 占的 y 有 | fU )- f ( y ) \< t . 若函数 /在 E 的子集 
A 的每一点都连续，则说它在 A 上连 续.如果仅说 / 连续，指的就是 / 在其定义域连续. 

17.命题若/是定义在闭有界实数集 F 上的实值连续函数，则/在 F 上有界，并能取到 
它在 F 上的最大值与最 小值； 即存在 F 中的点:^和心，使得对于 F 中的所有 x 有/(^)< 

/(工)</(工2). 

证明首先证明/在 F 上有界.由于/在 F 上连续，那么对于每个: ceF 存在包含: c 的开 
区间乙，使得 l /(： v )—/( x ) 丨 < 1 对于成立.因此对于 3 ^込 ( 1F ， 有 1 /( 30 丨 < 
I / U ) | +1，因而/ 在込上 有界.集簇{厶： 是一 个覆盖 F 的开区间簇，根据海涅-博 
雷尔定理存在一 个覆盖 F 的有限子簇{\ ，…， I Xn ). 令 M=l + m ax [ | / U ) | ， …， 
1/00 1]. 那么 F 中的 每个 j 都属于该有限子簇的某个区间因而 |/(： y)|<l 十 
l / U )|< M . 这就表明/ 在 F 上有界 （ M 为它的界) . ’ 

为证明/在 F 上取到最大值点，令饥= 3 叩 {/( x ): : cGF }. 由于/有界，故 m 有限，我们 
的目标是证明存在一个 aC F 使得/(馮>= 肌 若非如此，那么对于 F 中的每个: r , fUXm , 
并且根据连续性可知存在一个包含 a : 的开区间对所有的 ye LHF , 有 f ( y ) < 

+ (/00+;»).再次使用海涅-博雷尔定理，可以找到有限个覆盖 F 的这类区间{&，…， I X J. 
令 ，…， /( x „)]， 那么每个: y 6 F 都属于某个区间 且 /(yX •|~[/(: r t )+ m ]< 

y ( a +7 n ). 因此 |( a + m ) 是/在 F 上的界.但是 +U + m )‘< m , 所以这是不可能的.故而， 

必有一点心使得/(^)=饥.类似地，可证明存在: c 2 使得/在该点取到最小. ■ 

18•命题令/为定义在 (.一《>， oo ) 上的实值函数，那么/连续当且仅当对于每个实数的 
开集0, 集合/― 1 [ O ] 是开的. 

证明假设对于每个开集0, /— JO ] 是开的.，令 x 为任意实数，那么，.给定 £ >0,区间 
J =(/( x )- £ , /( d + e ) 是一个开集,因此它的逆像/ _1 [1]必须是开的.由于厂 TO , 必 
有某个 O0 使得 (: c — 5, x +^ C /^ CJ ]. 但这意味着，若 IpxICA 则 /( 3O 奋(邱， £ ， 
/( x )+ e )_; 即 | /( x ) —/(： y ) | < e . 因此/在点 x 连续.由于： c 是任意的，所以/连 _ 续. 

现在假设/连续而 O 是一个开集.令： c 为厂 1 [ O ] 的点，那么 /0 c )6 O , 且存在一个 e >0 
使得 (/( x )_ e ，/( x )+ e ) C =0. 由于/在 : c 连续，则存在一个使得当 | x-：y | <5时 
I f ( x )~ f (. y ) I <£. 因此，对于每个： y 6 (x — 5 ， x + ( J ) ,有 /( y ! 遽： ’(/( x ) — e ， f (. x ) + e)CZ 
o . 所以(工 一 1 x +^ c / io ], 故而厂 co ] 是开的. ■ 

19•命题（介值定理）若/是定义在 [ a , 6] 上的连续实值函数，并假定 /( a )< y </(&) 
[或 /(6)<></ U )], 则存在点 c e [ a , 6] 使得 /( C )= y . 

定义 定义在集合 E 的实值函數 / 称为 一致连续的 （在£上），若给定£>0,存在5>0, 
使得对 E 中所有满足 | x—y I <3的 x 和: y 有 I \ < t . 

20•命题若实值函数/定义在实数的闭有界子集 F 上并在其上连续，则它在 F 上一致 
连续. 5 - 
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证明给定 e >0 和属于 F 的::存在九>0使得 | - I <&蕴涵 I fU )~ fCy ) < 

•|* e . 令0,为区间卜一"1^，那么 {0 I : :^ F } 是 F 的一个开覆盖.根据海涅-博雷尔 

定理知，存在 F 的一个有限子覆盖 { O ' ，…， 0, }. 令 5=+ mina , ，…， 那么谷是正 
的.给定 F 中的两点3与 2 使得 | j — 幻<5,那么点 j 必须属于某个0+，因而存在一个 Z '使 
得 I y~x { |〈仏, 因此 

I z — Xi |<| z — y \ J r\y — x i |< +1? < S z .. 

而且 

I f(y) -1(^0) \<f 

以及 

I /U) -/U) \<f, 

这就得到 

I fU )- f ( y ) |< e , 

这表明 / 在 F 上是一致连续的. _ 

定义定义在集合£上的函数序列</„>称为逐点收敛于/,若对于£中的每个: r 有 
/ U )= lim /„( x ); 即若给定与 e >0, 那么存在一个 N 使得对所有 n 彡 N , 有 I / U ) — 

/„(工）丨 < e . . 

. 定义定义在集合£上的函数序列 〈/ n > 称为在 E 上一 致收敛的，若给定 e >0, 则存在一 
个 N 使得对所有: cGf ： 和有 I f ( x )- f n U ) | < e . 

40. 令 F 为闭实数集，/是定义在 F 上的连续实值函数.证明存在一个定义在（一 oo , oo ) 上的 
连续函数 h 使得 / U ) = g (: c ) 对于每个都成立.[提 示：取 g 使其在构成 F 的每个 
区间线性 .] 

41. 令/为定义在£上的实值 函数. 证明/连续当且仅当对于每个开集0存在一个开集 U 使 

#/ _1 [ o ]= Enu . 

42. 令</„>为定义在£上的连续函数 序列.证明： 若</„>在£上一致收敛于/，则/在£:上连 
续. 

43. 令/为 

fx 若:^为无理数 

/(• X ) = j 

psin —若工 =. 上夕，9互素 
L q q 

所定义的函数，请问/在什么点连续？ 


國 
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44. a . 证明若/和 g 是连续函数，则函数 /+ g 和 / g 是连续的. 

b . 若/和 g 是连续函数，则/。 g 也是连续函数. 

c . 令 / Vg 是由 （/ Vg ) U )=/(： c ) VgU ) 定义的函数，类似地定义 / Ag . 证明若/和 g 
是连续函数，则 / Vg 和 / Ag 也是连续函数. 

d . 若/是连续函数，则|/丨也是连续函数. 

45. 证明命题 19. 

[4?] 46•实值函数/称为单调递增的，若只要工<3>就有/(:^)</0). /称为严格单调递增的，若 
只要: nCj 就有 /( x )</(： y ). 如果/或 一/ 是单调（或严格单调）递增的，就称为单调（或 
严格单调）的.令/为定义在区间 [ a ，6] 上的连续函数，那么存在一个连续函数 g 使得 
g (/ Oc ))= x 对所有属于 [ a ，6] 的: c 都成立当且仅当/严格单调.在此情形也有 /( g ( W)=;y 
对 / Oz ) 与 /(« 间的每个 y 都成立.具有连续逆的函数/称为(在它的定义域和值域之间的） 
同胚映射. 

47. 定义在区间 [ a ，6] 上的连续函数 p 称为折线的（或分段线性的），若存在一个分划 0 

々<… < z „=6 使得 y 在每个区间[>,•，： c i +1 ] 都是线 性的. 令/为0, 6] 上的任意连续函数 
且 e 是一个正数，证明0, 6] 上存在一个折线函数 y 满足： 对所有工 6[ a ， 6]，有丨 fU ) — 
fix ) I < e . 

48. 设: r 为 [0, 1] 间的实数并具有三进制展开 〈 a „ K 参见习题 22). 令 N = oo , 当所有都不 


f50l 


等于 1. 否则令 N 为使得 〜=1 的最小值 n. 对于 《<N， 令 6„ = | a „，6 n =1. 证明 
与: c 的三进制展开无关(若: c 有两个三进制展开），而由下式 

所定义的函数/是[0, 1] 上的连续单调函数.证明/在包含于康托尔三分集的补_的每个 
区间（习题 37) 都是常数，并且/将康 托尔兰 分集映上区间 [0, 1]. (该函数称为康托尔三 
分函数 .） 


49. 实变函数的上极限.令/为对所有包含: y 的区间内的I所定义的实值(或扩充的实值）函 
数.我们定义 

lim/(x) = inf sup fix ) 

: r+y 5>0 0<Ir->|<J 

类似地还可给出 1121 的定义. 



a. fe/(x)<A 当且仅当，给定 e>0, 存在5>0使得对于所有满足0< | | <5的 i， 

有 /(xX^+e. 

b. 当且仅当给定 e>0 和反 >0, 存在一个:！:使得 0< 丨工一: y 丨 <3并且 /(a:)> 
A - e . 
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c . ㉟ / Or )< ISi / G :) 等式成立(对于 lim /# 士 00 ) 当且仅当 Hm /(: c ) 存在. 

x-^y 

d . 若 I ^/ U )= A ，〈 x „> 是满足；乒; y 的序列使得: yHimA ， 则 nS / U _)< A . 

e . 若 ¥/ U )= A ， 则存在一个满足： c „^： y 的序列 < x „> 使得: ^ limASAHim / U ), 

f . 对于 i 数 h / = Um /( x ), 当且仅当卜 lim /( x „) 对每个满足心关 >‘ 且 : y = lim : c „ 的序列 
〈工,> 成立. 

50. 半连续函数，我们称一个扩充的实值函数/在 y 点是下半连续的，若 / O ) 关 一 oo 且/00< 

lim /( a :). 类似地，称一个函数/在: v 是上半连续的，若 /( W ^+ oo 且 /(; y )> lirii /( x ). 

若1 个函数/在区间的每一点下半(上半)连续，则称它是下半(上半) 连续. 函数/上半连 

续当且仅当 一/ 是下半连续. 

a . 令 /(： y ) 有限.证明/在: y 下半连续，当且仅当给定 e 〉0, 存在8>0使得 /(： y )</(： c)+ e 
对所有满足 I I <占的 x 成立. 

b . 函数/连续(在点或区间）当且仅当它既是上半连续又是下半连续(在点或区间）. 

C. 证明实值函数/在 U ，6) 下半连续当且仅当对于每个实数 A ， 集合 U : / Oc )> A } 都是 
开集. 

d . 若/和 g 是下半连续函数，则 / Vg 和 /+ g 也如此. 

e . 若</„>是一个下半连续函数序列，证明函数 /( x )= s U p {/,( x ) : W 也是下半连续函数. 

f . 定义在区间 [ a ，6] 上的实值函数称 为阶梯 函数： 若存在一个分划 ^ =工。<4<0“< 

A =6使得对每个£ 函数史 在区间 U _， x i +1 ) 仅取一个值.证明一个阶梯函数 P 下半连续 
当且仅当 〆X ,)小于或等于它在区间 U-u x ; ) 和 U .， ： c i +1 ) 所取到的较小值. 

g . 定义在区间 [ a ，6] 上的函数/是下半连续的，当且仅当存在一个单调递增的、下半连续 
的阶梯函数序列<%>，使得对于每个:<：€ [^ 6] 都有 /( x ) = lim 9 „(: c ). 

h . 定义在区间 O , 6] 上的函数/是下半连续的，当且仅当存在一个单调递增的连续函数序 [ H ] 
列〈办>，使得对于每个工 e [ fl , 6] 有 /( x )= lim 办 ( x ). [提 示: 修改 ( g ) 部分的 函数％ 

使得它们连续 .] 

i . 证明一个定义在 [ a , 6] 上，并在其上有下界的下半连续函数/在 6] 上可取到最小 
值，即存在一个 : ye [«，6]，使得对于所有 b]m fiyXfix ). 

51. 函数的上下包络.令/为定义在 [ a , 6] 上的实值函数，我们定义/的下包络尽为函数 

g ( y ) = sup ^ inf ^/ Cx ), 

而定义/的上包络&为函数 

h ( y ) = inf sup fix ). 

$>0 lx— 

a . 对于每个 xeO , 6], WxX / OcXKx ) 和 g ( x )=/( x ), 当且仅当 / 在: t 下半连续， 

而 g 0 t )= Kx ) 当且仅当/在: t : 连续. 

b . 若/有界，则函数 g 下半连续，而 A 上半连续. 

c . 若^>是使得 〆 : cx / u ) 对于所有： teu , 6] 都成立的下半连续函数，那么对于所有的 
x 6[ a ，6] 有 y (. x )^ g ( x '). 
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2.7 博雷尔集 


虽然任意闭集寧的交集与任意有限闭集簇的并集均为闭集，但可数闭集簇的并集不一定为 
闭集.例如，有理数集是可数闭集簇(其中每个集合仅包含一个数）之并.因此若对包含所有闭 
集的 c 代数感兴趣，就必须考虑比开集与闭集更一般的集合 ，，这 就导致以下 定义： 

定义博雷尔集簇 S 为包含所有开集的最小^代数. 

由命题 1. 3可知存在这样一个最小的 cr 代数，它也是包含所有闭集的最小 CT 代数与包含所 

[52] 有开区间的最小 < r 代数. 

若一个集合是可数闭集的并集则称它为一个 F , 集 ( F 表示闭， a 表示求和），因此每个可数 
集都是尺，当然每个闭集也如此. F , 中的集的可数并集仍然在内.由于 

(a , 6) = [j[ a + l ) 6-l], 

所以每个开区间是 K ， 因而每个开集都是 

我们称一个集合为 G 5 , 若它是可数开集族的交集 (G 表示开， S 代表 durchschnitt ). 因此 
—个八集的补集是 G ,, 反过来也对. 

F , 与 G , 是两种相对简单的博雷尔集.我们也可考虑像类型的集合，它是每个瑪爯为 
巧的可数集簇的交集.类似地，还可以构造 G ,,， 类等等.罔此以下两个序列 
Fa >••• ， G, ， G & ， Gj ^ ， ”• 

中的类型的集合都是博雷尔集.然而，并非每个博雷尔集都属于以上类型中的一个.博雷尔集 
的进一步理论可从 Kumowski [11] 中找到，但我们仅需要那些直接从它们是构成包含所有开 
集与闭集的最小 a 代数这一事实所导出的性质. 

. 52. 令/为对于所有实数定义的下半连续函数.对于集合 U : /( a :)> a ) , 

{ x ： fdxXa }, { x ; /( x )< a } 与 { x : / Ot )= a } 可以得出什么结论？ 

53. 令 / 为对于所有实数定义的实值函数，证明/的连续点的集合是 

[53] 54.令</„>为定义在 R 上的连续函数序列，证明使得该序列收敛的点集 C 是 
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3.1 引言 

与往常一样，把区间 I 的长度 za ) 定义为该区间的端点差.长度是集函数的一个例子，即 
将集簇的每个集赋予一个扩充实数.在长度的情形下集函数的定义域就是所有区间组成的簇， 
我们想将长度的概念推广到比区间更为复杂的集合，例如可以定义开集的“长度”为组成它的 ？ f 
区间的长度的和.然而对于我们的目标来说，开集仍显得过于狭隘.我们想构造一个集函数 
m , 它能赋予实数集簇 9 TI 中的每个集合 E —个非负扩充实数 mE . 我们将此集函数称为 E 的测 
度.最理想的情况是 m 具有以下 性质： 

LmE 对于实数集的每个子集£都有 定义； 即 9 Tl = ； P ( R ). 

ii . 对于区问 J ， mI=KI). 

iii . 若〈£：„>是不相交集合的序列 ( m 在其上有定义）， 

mOJE„)= SmE n . 

iv . m 是平移不变的；即若£是一个集合使得 m 在其上有定义，而且若 £+ y 是集合 U + 
x 6 E }, 即将£的每个点 z 用点: c + j 代替所得到的集合，则 

m(E + y) = mE. 

遗憾的是，我们将在 3. 4节看到，不可能构造出满足所有性质的集函数，而且也不知道能 
否构造出满足前三条性质 e 的集函数.相应地，必须要把这些性质中的某一条减弱，最有效的 
处理方法是保留后三条性质，减弱第一个条件，即•不必对于所有实数的集合£有定义， 
我们想要《£对于尽可能多的集有定义，且要求被 m 定义的集族抓是一个 a 代数.因此我们 
说饥是一个可数加性测度.若它是一个非负扩充实值豳数，其定义域是一个代数 3 TC , 且我们 
有 m ( U £,) = 2 m £„ 对于311中每个不相交的集合序列〈£„>成立.在以下两节我们的目标是构造 
出一个可数加性测度，其平移不变且具有 性质: = KJ ) 对于每个区间 I 成立. 

令 m 为定义在代数 9 TI 上的所有集合的可数加性测度. 

1. 若 A 和 B 是311中的两个集合满足 ACZB ， 那么这个性质称为单调性. 

2. 若〈£；>是 3 R 中的任意集列 J ! U ( U 瓦) <2 wE „. [提 示:使 用命题 1.2.] 这个性质称为测度的 
可数次加性. 


0若我们假定连续统假设(每个不可数实数集都能与全体实数组成的集建立一一对应），那么这样的测度是不存在的. 
© 减弱性质 < i ) 并非惟一途径；也可以用较弱的性质一有限加性来替代可数加性的性质 （ iii ). 对于不交有限集列 
<£»>,我们有 MU & hSm & C 见习题 10. 21) .另外一种可能是用可数次加性来代替可数加性，我们在下一节所构 
造的外测度即可满足此性质(见习题 2). 
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3. 若 3 R 中存在一个集合 A 使得 mA < 00 ,則 m 0 = 0. 

4. 令《£当£为无限集时等于当£：为有限集时等于£：中元素的个数.证明《是可数加'性 
[55] 集函数，它具有平移不变性且对于所有实数集有定义.这个测度称为计数测度. 

3.2 外测度 

对于每个实数集 A , 考虑覆盖 A 的可数开区间簇{/„}，即集簇满足 ACUL , 考虑该集族 
所有区间的长度和，由于长度是正数，所以此和惟一确定并且与项的顺序无关.定义 A 的夕卜 
测度 e 77 T A 为所有这些和的下确界，用较简单的记号写为 

m'A= inf 2 K / J . 

ACUJ ” 

从 m •的定义即知 Y 0 = O , 而且若 . ACB , 那么此外单点集的外测度为 
零.下面我们给出关于外测度的两个命题： 

1.命题 一个区间的外测度就是它的长度. 

证明从闭有限区间 [ a ，6] 开始.因为对于每个正数 e 开区间 ( a — e , 6+ e ) 包含 [ a , 6]，所 
以有 wT [< 2 ， b]^l(.a~t, 6+ e ) =b~a+2t . 由于 wT [ a ，— a +2 e 对于每个正数 e 成立， 
即有 mla ，6]<6- a , 因此仅需证明 m «[ a ， b]>b~a. 而这等价于证明若 U „} 是任意覆盖 
[>， 6] 的可数开区间簇，则有 

SK 06 — a . , (1) 

根据 海涅- 博雷尔定理， [ a ，6] 的任何开覆盖都包含一个有限子覆盖，而有限子簇的长度和不 
大于原集簇的长度和，所以仅需证明不等式 (1) 对于覆盖 [a，6] 的有限子簇 {/„} 成立即可.由 
于 a 包含于 UJ„， 那么这些中必须有一个包含 a, 就令这个区间为 ( ai , 仏），有〜<^<6 1 . 
若则仏 6[ a , 6], 且由 于匕钇 （〜 h), 因此必有 {U 中的区间 U 2 , 6 2 )使得 
&e( a2 , 6山即依此下去，可从 U„} 中得到一个序列 W，W， …，（《*， 6*) 使 
I 56 I 得(2;<6;一1 <6,.. 

而 { J -} 是一个有限簇，因此这个过程必须中止于某个 U *， 乂).但是该过程要中止仅当66 
U *. b t ), 即若山 <6<6 4 . 所以 

= (6 t —a 4 )+(6 4 _i—a*-!) + — +(61—aj 
=b k — (a* —b t -i ) — (a*_, ~b t - 2 ) 

-(叱一匕）一， 

由于 a ,<6,4. 但 b t >b、 ai <a, 因而有— a ， 这就得到 S « I .)>(6 — a ). 这表明 
m' \_a, b~\=b —— a. 

若 f 是任意有限区间，贝 [| 给定 e >0, 存在闭区间 7 CJ 使得因此 

e 为将该测度区别于第 12 章所考虑的更一般的外涵度，我们称这个测度为勒贝格外测度， 根 据亨利•勒贝格命名. 
由 于本章不考虑其他外测度，就将 m •简 单地 称为外测度. 
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KI)-e<l(J) = w* J = KI) = 1 ( 1 ). 

所以对每个 e >0 有 

1(1) - e < m ' I ^ l ( D , 

因而 w . I =“ D . 

若 J 是一个无限区间，则给定任意实数4〉0,存在闭区间 J〔J 使得 Z ( J )=4. 因此 m * I 彡 
m - J = lU )= A . 由于对于每个4都成立 ，所以 = ■ 

2.命题令 {AJ 为可数实数集簇，那么 

m * ( UAJ ^ Sw ' A ,. 

证明.若集合 A „ 中的某个集具有无限外测度，自然该不等式成立.若有限，则给定 


^〉0,存在一个可数开区间簇{〗'„,,.} ; 使得4„匚01»,,且1；叩《...)<^人 1 +2-” £ .现在区间簇 
U „, = U U „. 丄可数，这是因为它是可数个可数集簇的并集，并且它覆盖 U 九.因此 

饥 • （ uaj<EkH 參 ES z <4i< E( m * 人 +o 

= Sm * A „+£. 


由于 E 是任意正数，因而 


m ' ( UA n )< S 7 n * A „. 


3 . 系若 A 可数，7«3=0. 

4. 系集合[0, 1] 不可数. 

5. 命题给定任意集合 A 与任意£>0,存在一个开集0使得 ACO 且 ?^< Xw * A + e . 还存 
在一个 G 6 G f 使得 AClG 且 m * A =» i * G. 

■ 

5. 令 A 为 0 与 1 之间的有理数集，且令 { J „} 为覆盖 A 的有 限开区 间簇，那么 SKI „)>1. 

6. 证明命题 5. 

7. 证明平移不变. 

8. 证明若 m*A =0, 则 m .( AUB )= m * B . 

3.3 可测集与勒贝格测度 

虽然外测度具有对于每个集合都有定义的优点，但它不是可数加性的.不过，如果适当地 
缩小它所定义的集族，它就可以成为可数加性的.也许使用下面由卡拉泰奥多里所给出的定义 
是实现这一目标的最好方法： 

定义 一个集合£：称为可测的 0 ，若对于每个集合 A 有 m 4 A =77 r ( An £)+ WC 4 n £). 

.由于总有 m ' A <7 w *( An £)+ 饥 *( Aflg )， 所以若£可测当（且仅当）对每个 A 有 m * A > 


0. 目前情形 m •为勒贝格外涵度，£是勒贝格可测的.在第11和第12章我们将考虑更一般的可测集概念. 
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m ' ( AnE )+ m ' ( A [] E ). 因为可测性的定义关于£和£对称，所以只要 E 可测，就有 E 可 
测.显然空集0和由所有实数构成的集 R 可测. 


6. 引理 若 》 z _£：=0， 则£可测. 

证明 令 A 为任意 集合，那么 AHE 匚 E ， 因而(八门£)<^£=0, A 3 AHE , 所以 
m " (A fl E) = m' (A fl £) + w * (A f ) £), 

因此 £ 可测. ■ 

7 •引理 若巧和仏可测，则 £,115 可测. 

证明令 A 为任意 集合. 由于£ 2 可测，有 

w.(a n 艮 ）= w (a n 艮 n e 2 )+ m * (a 门艮 n e 2 >, 

且因为 a 门 ue 2 )=[ah ^ JH[An e 2 n 良], 

我们有 

m * (A n U £ 2 ]) < m-(A fl Ei ) + m ， （A n fl 艮） • 

因此根据&的可测性 

m ' (A n [El U £ 2 ])^ n*(A n El n £ 2 ) < w * (A 门 £,) 

+m u (a n e 2 n +^* (a n £i n 艮） 

= m 1 (A n £ i ) + m * (A D Ei ) = m'A, 

既然〜艮，这就表明可测. ■ 

8 . 系可测集族 sm 是一个集合代数. 

9. 引理 令 A 为任意集合，^，…，£：„是一个有限不交可测集的序列，那么 


m' (a n [y £■])= S (a n £.). 

证明通过对 n 归纳来证明该引理.对于 n = l 引理显然成立，假定对 n — l 个集 合瓦它 
也成立.由于这些£,是不相交的集合，所以 • 士 .. 

An [y £.•] n-£- = a n e „ 

与 

a n [ ,Q e ,] n 它” =a n [: Q £<]. 

根据对个集合引理成立的假设， 艮 的可测性蕴涵 

m'lAD [0 E,j)=m-(An£J+m* (a R [ 0 ^]) 

=m* (A 0 EJ + § (A fl E.) ■ 

1 = 1 

io •定理 可测集簇 arc 是一个 代数： 即可测集的补集是可测的，可数可测集簇的并集 
(与交集）是可测的.此外，外测度等于零的集合是可测的. 

证明已知 3 R 是一个集代数，仅需证明若一个集合 E 是可数可测集簇之并，则它是可测 
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的.根据命题 1.2, 这样的£必是两两不相交的可澍集序列<£：„〉之并.令 A 为任意集，且令 


f „= UE ,., 那么 F „ 可测，瓦3 &因此 
* = 1 

m-A = m t (A f \ F „) + m * (A f | (A f ] FJ + m^A fl E ). 

由引理9， 


故 


m'CA fl F „) = ^ m*(A (1 £.)• 
» = 1 


m ' A ^ 2 (A HI E i )+ m ' (A fl E ). 
:=1 

由于上面不等式的左侧与 n 无关，根据的可数次加性，有 


m . A 彡2 m * (A 门 £ ; ) + m * (A f ] E ) 

1=1 

彡 (A n E)+m*(A n 它） _ 

11. 引理区间 （ a , oo ) 可测. 

证明令 A 为任意集， AeAfl ( a , oo ), A 2 = Af |(— oo , a ]， 那么必须证明饥“八:十 
^ m ' A ^ oo , 就没什么可证 的了. 若 m * A < oo , 给定 e >0, 则存在开区间簇 
{!„}, 它构成覆盖 A 的可数集簇且 

SZ ( I „)< m * A + e . 

令 I '„ = j „ nu , «=)， = — o °， a ]， 那么 J '„ 与 I ': 是区间（或空集)且 

ICIJ = ia ， J + UO = m ' I ， „+ m ' f „. 

由于 Aciunv 我们有 
且由于还有 

( UD <2 m*C 

因此 

m * Ai +7 w * A 2 ^ E ( m * l ' n + m * 

A + e . 

但是 e 为任意正数，所以必有_ 

12. 定理每个博雷尔集都可测，特别是每个开集与每个闭集也都可测. 

证明因为可测集簇311是一个代数，对于任何 a 有 (一 oo , a ] = ~( a ， ~)，因此(一00, a ] 
可测.由于 

(—00,6) = Q (― oo ,6_+]， 

所以 （一 oo ，-6) 可测.因此每个开区间 （ a ，6) = (- oo , 6 )n ( a , 可测-但每个开集都是可 
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数个开区间的并集且因此必须可测，那么911就是包含开集的 <7代数且因此必须包含博雷尔集族 
®， 这是由于2是含有开集的最小代数.[注 意：定 理也可从事实 3 K 是包含形如 U ， 区间 
的代数与事实2是包含所有这些区间的最小 ( T 代数直接得出 .] ■ 

[6 T ] 若£是可测集，定义勒贝格测度 mE 为£的外测度，因此集函数 m 是由 m •限制在可测集 
族911上所得到的.勒贝格测度的两个重要性质可由以下命题概括： 

13. 命题令〈£, >为可测集序列，那么 

mdjE . XSwiEi . 

若集合两两不相交，则 

m ( UE ,) = S 7 nE i . 

证明上面不等式不过是命题2所给出的 m •的次加性的重新叙述.若<£,.〉是不相交可测 
集的有限序列， 令 A = R 那么引理9蕴涵 

M ( U £.) = 2 mE i . 

因而 m 是有限加性的. 令 〈£ ; >为两两不相交的可测集的无限序列，那么 

i=l * = 1 

因而 

m( Q £,)> JQ £,-) = 

' i=l > \ i=l f i=l 

由于该不等式左边与 / Z 无关，所以 

mi [J E ,-] > mEi . 

V i=i / i=i 

.故而反向不等式即由可数次加性得到，有 

m( Q £,] = 2 mEi. ■ 

\ i^l • X =1 

14. 命题令〈艮〉为无限递减的可测集序列，即对于每个; t 有 E n+1 匚令有限， 

那么 

饥( f ] E :) = m E n . 

证明令 £= f | E ,, F ,=£ f 〜 E i+1 , 那么 

i=i , 

E , ~£=Q F i( 

«=1 

且集合•两两不相交.因此 

m(Ei 〜 £) = 2 =免 mXEi 〜 E m ). 

i=l i=l 

但 mEi = mE + r.'XEi 〜 E) ， mEi =7 nE i+ i + m ( Ei 〜£ f+1 ) ，由于 EC & 与 E I+1 ClE ;. 因为 mE ,^ 
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m £ Ti <°°， 因此有饥 ( E ! 〜£)=饥五1 m ( Ei ^ E i + i ) = mE — mE ^ x . 因此 


mEi — mE= 2 — wjE 1+1 ) 

«=i 

爾 

=lim/ j (mEi ~ mE i+1 ) 

— i=i 

=limCmE! — mE„) 

=mEi — lim wE n , 

而 mEi < oo , 所以 

mE = lim mE n . ■ 

以下命题用多种方式表明可测集几乎就是一个完美的集合，有关证明留给读者（习题 13). 
15.命题令£为给定集，那么以下5个陈述 等价： 


i. E 可测. 


ii . 给定 e >0, 存在一个开集 OIDE 满足 m ‘（0 〜 E )< e . 

iii. 给定 e〉0， 存在一个闭集 FCI£ 满足 /»*(£：〜F)< e . 

iv. 存在一个 G 属于 G, 满足 ECIG，?n*(G~E)=0. 

v. 存在一个 F 属于 F, 满足 F 匚 E，?n*(E~F) = 0. 

若 m*f： 有限，以上陈述都等 价于： 

vi. 给定 e>0, 存在开区间的有限并集 L7 使得 

m' (UAE) < e. 


9 . 若 f ： 是可测集，则 £ :的毎个平移 E + j 也是可测集 • 

10. 若^和£： 2 是可测的，则 

7 w(Ej U ^2) +m(Ei D E 2 ) = mE! +mE 2 . 

11. 证明命题 14 中的条件 mEKco 是必要的：给出一个递减的可测集列〈£„>满足0=门£；且对每个 

n, mE„ =00. 


12. 令〈瓦> 为不相交的可测集序列且 a 是任意集，那么 m*(AnU E <) = |] ^* (a n £：,>. 

' «=i / *=i 

13. 证明命题 15. [提 示： ' 

a . 证明若 ( i )>( ii ) ㈡ （ vi ) (参见命题 5). 

b . 用 （ a ) 证明对于任意集合£， ( i )^( ii )^( iv )^( i ). 

c . 用 （ b ) 证明 （ i ) 泠 （ iii )4( v )々（ i ).] 

14. a . 证明康托尔三分集(习题 2. 37) 的测度为零. 

b . 令 F 为 [0, 1] 的子集，它的构造方式几乎等同于康托尔三分集，除了在第《步将所去 
掉的区间长度换为■外，其中0<«<1，因此 F 是一个闭集， F 在[0, 1] 稠密且 
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mF = l ~ a . 这样的集 F 称为一个广 义康托尔集. 

*3.4 一个不可测集 

我们将说明不可测集的存在性.若 X 和 J 是[0, 1) 内的实数，定义: C 与 J 的模1和为工 +：y 
(若: C +3<1) 和 x +： y — 1(若： c +3^1). 将 x 与 y 的模1和表示为 x +沁 那么+就是一个交换 
与结合的运算它将每对[0, 1) 内的数映射到[0, 1). 若将 每个： ce [0, 1) 对应于角 2 tt : c ， 则模 
1加法对应于角度相加.若£是[0, 1) 的一个子集，贝 I 』定义集合£:模1的平移为集合 £+： y = U : 
z =: c 4^ 对某个 xe £}. 若将模1加法作为角度相加，则模1平移 y 对应于角度旋转 hy . 以 
下引理表明勒贝格测度在模1平移下不变. 

I ® 16.引理令 RZ [0, 1) 为 可测集 ，那么对于每个: y 6[0, 1) 集合 £+： y 可测且 m ( E +3/)= wf ：. 

证明令£：,=£： H [0, 1- y ), E 2 =EH Zl - y , 1), 那么 & 和£ 2 是不相交的可测集， 
而其并集为£，因而 

mE = mEi + 7 nEz ， 

由于因而 Ei + y 可测且有这是因为 m 平移不变.同样 
E z + y = E z + ( y — 1) ，因而艮 可测且 m ( E 2 + y ) = mE 2 . 但是 E + y ^ CE , +^) U (£： 2 + W 并 
且集合^+7与£： 2 "^是不相交的可测集，因此可测且 

m(E + y )= m(Ei + 3 ^) + m ( E 2 + 3^) 

= mEi + mEi 

= mE . ■ 

下面来定义一个不可测集.若: c 一 y 是有理数，即说 x 和 y 是等价的并写为 x 〜 y . 这是一.个聲 
价关系，它将 [0, 1) 划分为等价类，即同类的不同元素仅相差一个有理数，而不同类的元素 ； IS 
差一个无 理数. 根据选择公理存在一个集合 P 恰包含毎个等价类的一个元素.令 < r ,.〉 r =。 
为[ 0 , 1) 上有理数的一个列举，其中〜= 0 ,定义 p ,.= f 4 ri . 那么令 x ep.riiv 
那么 ： c =/>;+ r , = j >/+ rv ， 其中/>;和九都属于 P : 但九一九 = 是有理数，因此 〜九 • 
由于 P 中仅有来自每个等价类的一个元素，所以必有七又这意味着， 若洋 j , P t f]Pj = 0 
即 〈 iV 是两两不相交的集合序列.另一方面，[0, 1) 中的每个实数 x 均属于某个等价类，因而 
与 P 的一个元素等价.但 x 仅与 P 的元素相差一个有理数 rv ， 那么 X 6 P ,.. 因此 UP , = [0, 1). 
由于 P , •是 P 模1的一个平移，所以若 P 可测， J 5 ,. 就可测，而且其测度与 i 5 的测度一致.但是 
若如此， 

w [0， l ) =公 mPi = 2 mP , 

上式右边等于零或无限，这依赖于 wP 为零或正.但 i 于 m [0, 1) = 1，所以这是不可能的. 
因此 i 5 不可能可测. 

虽然以上有关 J 5 啤不可测性的证明方法是反证法，但应该注意到_(直到最后一句)，我们 


f 65 l 
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并没有用到除平移不变与可数加性之外的勒贝格测度的性质..因此上述证明也给出了以下定理 
的直接 证明： 

17•定理 若 m 是一个定义在包含集合 P 的代数上的可数加性的平移不变测度，则 
mLO , 1) 或者等于零或者无限 

P 的关于任何平移不变、可数加性且满足 m [0, 1) 等于1的测度 m 的不可测性可由逆否关 
系得到. 

函 

15. 证明若£可测且 E 匚 P ， 则 ; nE =0. [提 示： 令 E ; = E + n , 那么 〈 E ,> 是一个不相交的可测 

集序列且 m E ^ mE . 因此 Em 1].] 

16. 证明，若 A 是任意使得 t ^ A >0 的集合，则存在一个不可测集 ECA . [提 示： gAC ： 

(0, 1), 令瓦 sAflfVE ,- 的可测性表明 m £,'=0, m * A >0 .j 

17. a . 给出一个 < E ,> 是不相交集列的例子且 

• m - ( UE . XSTn - E ,. 

b . 给出满足以下条件集列 〈 E ,> 的一个 例子： E.O E i+1 , m * £,< oo , 且 
lim m * Ei ， 

3.5 可测函数 

既然不是所有的集合都可测，那么一个至关重要的问题是如何知道在某种构造下自然产生 
的集合是否可测.若从一个函数/出发，以下命题列出了由它产生的最重要的 集合： 

18.命题 令 / 为扩充实值函数 ，其 定义域可测，那么以下陈述 等价： 

i . 对于每个实数 a 集合 { x : / Oc )> a } 可测. 

ii . 对于每个实数 a 集合 { x : /( x )> a } 可测. 

iii . 对于每个实数 a 集合 { x : / OrXa } 可测. 

iv . 对于每个实数 a 集合 U : /( x )< a } 可测. 

这些陈述蕴涵了 

V . 对于每个扩充实数 a 集合 {: t : /( x )= a } 可测. 

证明令/的定义域为 D . 我们有 ( i )>( iv ), 这是由于 {A /( x )< a }= D ~{ x ： /( x )> a } 
且两个可测集的差集可测.类似地， ( iv )=> ( i ) 和 （ ii )«( iiD . 现在⑴今 （ ii ), 这是由于 {: c : 

fCx )> a }=[]{ x ： f ( x )> a ~ l / n ), 而且可测集列的交集可测.类似地，由于{ X : /( x » a > = 

ni=l 

oo 

U { x ： fU )> a + l / n ) 且可测集列的并集可测，则有 （ ii )4 ( i ). 这就表明前4个陈述等价. 

n=l 

若 a 是一个实数， U : /( x )^ a } = { x ： fU )> a ) V [ { x , /( x )< a >, 因而对于 a 是一个实数， 
( ii ) 和 ( iv )4( v ). 由于 


{ x ：/( x ) = oo } = P | { x ：/( x ) ^ n ), 

71=1 
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所以对于 o ^ oo ，( ii )=>( v ). 类似地，对于 a =— °°， ( iv )=>( v ) ,因而有 ( ii ) &• ( iv )=>( v ). ■ 

定义 扩充实值函数 / 称为（勒贝格）可测，若它的定义域可测且满足命题 18 前 4 个陈述 
的任一个. 

因此若限定可測函数，那么与之相联系的最重要集合是可测的.应诙注意到（具有可测定 
义域的）连续函数可测，当然阶梯函数可测.若/是可测函数，£是/的定义域的可测子集， 
将/限定于£所得到的函数也是可测的.从以下命题可知对可测函数实施某些运算后仍然得 
到可测函数. 

19. 命题令 c 是一个常数且/和 g 是定义在同一定义域的两个可测实值函数.那么函数 
f + c 、 cf 、 f + g , g —/ 和 / g 也是可测的. 

证明用命题18的条件 ( iii ), 那么 

1 { x ： f ( x ) + c < a } = { x -. f ( x ) < a ^ c } , 

因而当 / 可测时 /+ c 可测.类似的讨论表明 C / 也可测. 

若 /( x )+ g ( x )<«, 那么 /0 c )< a — gOt ), 并且根搪阿基米德公理的系可知，存在一个 
有理数 r 使得 ' 

fix ) < r<a — g ( x ). 

因此 

{ x ： f ( x ) + g ( x ) < a } = IJ (.{ xsf ( x ) < r } n { x ： g ( x ) < a — r }). 

因为有理数集是可数的，那么该集合可 i ， 因而 /+ g 可测.由于当 g 可测 _ g =( — i ) g 可测， 
所以/一旦可测. 

由于对于^>0 

{ x ： f ( x ) > oc ) = { x -. fix ) > Vff ) U { x -. fix ) <— Va } 

对于 a <0 

{ xtf ' ix ) > a ) = D 

所以函数尸可测.其中 D 是 / 的定义域•因此 

fg = jL ( f + g ) 2 - f - g 2 l 

是可测的. ■ 

我们想将命题19推广到扩充实值函数/和 g . 遗憾的是，在形如的点 /+ g 没有定 
义.然而， / g 总是可 测的. 若在 /+ g 没有定义的这些点对 /+ g 取固定的值， /+ g 也可测. 
还有： 假定 /+ g 没有定义的这些点是测度为零的集合，那么无论对 /+ g 取什么值 /+ g 都可 
测. （见习题 22.) 

20. 定理 令〈/,〉为可测函数的序列（具有相同的定义域）， 那 么函数 supt /, ，…， /„}, 
inf {/ i , •••» /„}, sup {/ n ： n ) y inf {/ „： n } 9 lim /„ 与 lim /„ 都是可测的 . 

证明若 / i 是由 Mx )= sup {/ 1 ( x ), …，/„(工）}定义的函数，则 U : k ( x )> a } = 

[681 0 { x ： f ; ( x )> a }. 因此 /, ■的可测性蕴涵九的可测性.类似地，若定义 g 为工)， 
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那么 U : gU » a}=U {^： / „ U » a }, 因而 g 可测.对于 inf 也可建立相应的命题讨论 • 

由于有 IS /„ 可测，类似地 lis /, 可测. ■ 

我们说一个^质几乎处处(简写为 a . e .) 成立，指的是那些使该性质不成立的点集的 测1 度为 
零.因此特别地 /= ga . e . ，若/和 g 有相同的定义域且 m {: t : / U )^ g ( x )}=0. 类似地，我 
们说/„几乎处处收敛于 g : 若存在一个零测度集£:使得/„ (: c ) 在每个不属于£的点; r 收敛于 
g (: c ). 下面的命题是等式 a . e . 成立的一个 推论： 

21. 命题若/是一个可测函数且 /=ff a . e . ,那么 g ■可测 ... 

证明令 E 为集合 U : /( x )# g ( x )}. 根据假设 m £=0, 有 

{ x -. g { x ) > a ) = [{ x ：/( x ) > a } U U 6 E ： g ( x )> a }] 

~ { j ： 6 E t g ( x ) < a }. 

因为 / 是可测函数，所以上式右边的第一个集合可测.而右边的最后两个集合可测，是由于它 
们是 E 的子集且 m £=0. 因此对于每个 a {: c : gOc )> a } 可测，故而 g 可测. ■ 

由下面的命题可知一个可测函数“几乎”就是一个连续函数.该命题的证明留给读者（参见 
习题 23). 

22. 命题令/为定义在区间 [ a , 6] 上的可测函数，假定它只在零测度集上取十〜或一 oo 
值，那么给定 E >0, 就可以找到一个阶梯函数 g 和一个连续函数 h 使得 

| /-g |<e 且 | /-A |< £ [69] 

在除去测度小于 e 的集合上成立；即7«{工 ： | f ( x )~ g (. x ) | > e }< e , 且 m {: c : | fix ) — 

hU ) I > e }< e . 若还有那么还可以选取函数 g 和 A 使得饥<尽<对且》 1 < 
h ^ M . 

若 A 是任意集合，定义集合 A 的特征函数为函数 

ri 若 xeA 
X A (x) = 4 

lo 若: c 硭 A . 

函数是可测的当且仅当集合 .4 是可测的.因此不可溯集的存在性蕴涵着不可测函数的存在性. 

. —个实值函数$称为简单的当且仅当它是可测的且仅取有限个值.若 p 是简单的且具有值 

m ，•••,《„，那么9=公，其中 A , = {工:炉⑴=两个简单函数的和、积、差还是简单函数. 

*=1 ' 

函 

18. 证明命题18中的 ( V ) 不蕴涵 ( iv ). 构造函数/使得{心 /(t)>0}=E, £是一个给定的不 
可测集，且/，次至多取到每一个值. 

19. 令 D 为实数的稠密集，即 D 是一个实数集且每个区间包含 D 的一个元素.令/为 R 上的 
扩充实值函数对于每个使得 U : / U )、} 可测，那么/可测. 

20. 证明两个简单函数的和与积是简单的.证明 


X AnB = X, • Zb 
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X A[)B = 1 a + Xb ~ Xa - X s 
Xa =1~ Xa . 

21. a . 令乃与£为可测集，/为定义在 DUE 上的函数.证明/是可测的当且仅当它在1)与£ 

的限制是可测的. 

b . 令/为具有可测定义域 D 的函数.证明/可测当且仅当函数 g : g ( x ) = fU ), xED 
且 〆 £)=0, 工茫 D 可测 • 

22. a . 令 / 为具有可测定义域 D 的扩充实值函数，且令 A = U : /(: c ) = oo }, D 2 = U : / Or ) = 

- oo }, 那么 / 可测当且仅当仏和 D 2 可测且 / 限制在 D 〜 (A UD 2 ) 可测. 

b . 证明两个可测的扩充实值函数的乘积可测. . 

C . 令/和 g 为可测的扩充实值函数且 a 是一个固定的数，若只要出现 m — oo 或一 TC + CO 的 
形式就定义 /+ g 为 a , 那么 /+ g 可测. 

d . 令/和 g 为可测的扩充实值函数，它们几乎处处有限，那么无论 /+ g 在形如 °o — CO 时取何 
值，它都可测. 

23. 通过建立以下引理证明命题22: 

a . 令/为 [ a ，6] 上的可测函数，并仅在零测度集取十⑺或一 oo , 给定 e >0, 存在一个 M 
使得 I / I < M , 在除去测度小于 £ /3的集合上成立. 

b . 令/为 [ a , 6] 上的可测函数，给定 e >0 和 M , 存在简单函数 p 使得丨 fCx )- 9 Cx ) I < e 在除 
去丨 /( x ) | >财的工处 成立. 若那么可以取 P 使得 

c . 令 ？ 为[«, 6] 上的简单函数，存在[>， 6] 上的阶梯函数使得 〆 工）=歹(工)在除去一个 
测度小于 e /3 的集合外成立.[提 示： 用命题 15.] 若那么可以取 g 使得 
g<M. 

d . 给定0, 6] 上的阶梯函数 g ， 则存在一个连续函数 h 使得除去一个测度小于 e /3 的集合 
g(x)=h<ix). 我们可以取 A 使得 m 幻 1 < M . 

24. 令/可测且 S 为博雷尔集，那么厂 1 B ] 是一个可测集.[提 示： 使厂 1 [£] 可测的集类是 <r 
代数 •] 

25. 证明若/是可测实值函数且 g 是定义在(一00, OO ) 上的连续函数，那么 g »/ 可测. 

26. 博雷尔可测性. 一个函数/称为是博雷尔可测的，若对于每个 a ， 集合 U : / G ：)> a } 是一 
个博雷尔集.证明用“博雷尔集”代替“可测集”，“博雷尔可測”代替‘‘勒贝格可测”，命题18 
和19以及定理20仍然成立.每个博雷尔可测的函数都是勒贝格可测.若/是博雷尔可测 
的且 S 是博雷尔集，则 /^ LB ] 是一个博雷尔集.若/和都是博雷尔可测的，则/。尽 
是博雷尔可测的.若/博雷尔可测且 g 勒贝格可测，则/。？是勒贝格可测的. 

27. 若用任意集合的 <7代数 a 来代替博雷尔集类 E ， 请问有多少个前面的问题可以研究. 

28. 令/:为康托尔三分函数(参见习题 2. 48)，定义 /( xh / Up + x . 
a . 证明/是一个从[0, 1] 到 [0, 2] 上的同胚映射. 

- b . 证明/将康托尔集映上测度等于1的集合 F . 

c . 令尽二厂 1 .证南存在一个可测集 A 使得 g - TA ] 不可齓 
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d . 给出一个连续函数 g 和可测函数 A 使得 A 不可测的例子，并与习题25和26相对比. 

e . 证明存在非博雷尔集的可测集. 

3.6 李特尔伍德的三个原理 

/谈到实变量函数的理论，李特尔伍德说到 0 “所要求的最广泛的知识并非像有时所设想的 
那么多.三个原理大致可表述 如下： 每个(可测)集接近于区间的有限 并集； 每个[可测]函数接 
近于连续 函数； 每个收敛的[可测]函数序列接近于一致收敛的函数序列.大部分[理论]的结果 
是这些思想的相当直观的应用.在遇到需要处理实变函数理论的问题时，学生最需要掌握的榦 
是这三个原理.若其中一个原理显然可以解决一个十分真实的问题，那么自然要问这个<接近’ 
是否足够，而实际上对于一个问题一般是可以解决的•” 

我们已经遇到过两个李特尔伍德 原理： 由命题15给出的第一原理的多种版本.命题22给 
出的第二原理的一个版本，习题31给出的另一版本，习驛 4.15 和命题 6.8 给出的第三个版 
本.以下命题给出第三原理的一种版本.叶果洛夫定理给出了稍强形式的版本，（习题 30) 但 
一般会发现这个弱形式已足够. 

23. 命题令 E 为具有有限测度的可测集，且</„>是定义在£：上的可测函数 序列. 令/为 
实值函数使得对于每个工 有八 （ x )—/( x )， 那么，给定 £ >0与占>0,则存在一个可测集 ACE 
满足 mACS 和一个整数 iV 使得对所有和所有 

I /„(:) — /(工） |< e . 

证明令 

G „ = {x e E ： |/„( x )-/( x ) I 彡 e }， 

且设 

En = 0 ^ ^ E ： |/ n ⑴一 /( x ) I 彡 e 对某个成立 }. 

n=N 

我们有 e ； v +1 ce n ， 且对于每个 xe £ 必须存在一个使得 x 不属于它，这是由于 / n u )- 
/( Z ). 因此门 E w = 0， 因而根据命题14, lim mE N =0. 所以给定5>0,存在 N 使得 mE N < 
S; BP 

mix ^ E ： I /„( x ) - fix ) |>£对于某个 n 彡 N } < & 

若将记为 A , 那么并且 

A = { xeE ：\ |<£对于所有 n 彡 JV 成立 }. ■ 

若按命题的假设，对于每个 a , 有 /„ Oc )4/( a :), 则说序列</„〉在£上逐点地收敛于 /. 
若存在 E 的子集 B , 满足 mB = 0 使得 /„—/ 在£：〜 B 逐点成立，就说在£：上 /„— / a . e .. 下 
面是对最后命题的平凡 修改： 

24. 命题令£为有限测度的可测集， 且 </„〉是在 E 上 a . e . 收敛到实值函数/的可测函 
数序列，那么，给定 e 〉0 与5>0，存在一个集合 AC £ 满足和一个; V 使得对所有的 
x 龟 A 与所有的《>〜， 


㊀ Uttlewood[ 20 ] ， 26 页. 
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回 


HE 


I |<e. 

B 關 

29. 给出一个例子说明在命题 23 中必须要求 mE < oo . 

30. 证明叶果洛夫 定理： 若/为可测函数序列且在有限测度的可测集£：上 a . e . 收敛到实值函 
数/,则给定7>0,存在一个子集 ACIE 满足 mASi 使得在 E 〜义上/„ 一致收敛于 /. 
[提 示： 令£» = 1/?7与5„=2_"7；反复运用命题 24.] 

31. 证明鲁金 定理： 令/为定义在区间[>， 6] 上的可测实值函数.给定5>0,那么存在[>， 6] 
上的连续函数 p 使得爪 U : f { x )^< pU ))<8. 请问对于区间（一⑺， oo ) 有同样的结论吗？ 
[提 示： 运用叶果洛夫定理、命题15、命题22和习题 2. 40.] 

32. 证明将命题23的整变量《换为实变量那么该命题就不一定 正确； 即构造 -- 族[0, 1] 上 
的可测实值函数〈/:>使得对于每个 x 有 lim /, G :)=0, 但对于某个5>0只有 /,0 c )〉 

r— 0 

1/2}>^. 提示： 令 i 3 . 为第 3. 4 节中所出现的 集合. 对于2+«2一 ; ，定义/,为 

/,(x) = 


Jl 若 X e p, • 和 : C =2 m i— 1 
to 否则 . 
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4.1 黎曼积分 


首先回顾与黎曼积分 有关的 一些定义.令/为定义在闭区间 [ a ，6] 上的有界实值函数 

且令 

a = $> < ft < …< f n = 6 
为 [ a , 6] 的一个分划.对于每个分划我们定义和式 


与 

其中 


S = ^(fi ~ $；_1 )M ； 
1=1 

s = XI($i _$ 卜 1) 饼 ； ， 



接着定义/的黎曼上积分为 


nii = inf /( x ). 


jR | /( x)dr = inf S 

这里下确界取自于 [ a , 6] 所有可能的分划.类似地，我们定义/的下积分 如下： 

_ rJ f ( x)dx = sup 5. 

上积分总是不小于下积分.若它们相等，则称/ 黎曼可 积， 并称这个共同值为/的黎曼积分 .. 
我们将/的黎曼积分表示为 

R^fU)Ax 

以区别后面所要考虑的勒贝格积分. 

给定[〜 6] 的某个分划和某个常数集0,阶梯函数0是指 

0( 工） = C|- ， fi‘l 〈工 d 

在实践中对于任何人所定义的积分都有 


[ ip ( x)dx = c , (f — fi - i ). 

Ja .*=i 

记住这一点即可看到对所有阶梯函数#: r )>/( x )， 有 


R l f 


( x)dx 


infj < p ( x)dx 


类似地，对所有阶梯函数 〆 x )</ Oc ), 有 


HE 



48 第一部分实变函教论 


i?j /(jiOcLt: = 6 — a 且 J ?| fCx^dx = 0. 

b . 构造一个非负黎曼可积的函数序列 </„>, 使得/„单调递增趋于 /. 请问如果交换积分与 
取极限过程的次序会得出什么样的结论？ 

4.2 有限测度集上的有界函数的勒贝格积分 

上节的问题1已暴露出黎曼积分的某些缺陷.特别地，我们希望在某个可测集取值为1而 
在其余点取值为零的函数是可积的，且积分值是该集合的测度. 

给定一集合£，定义它的特征菡数; 如下： 

細 d 1 U 


若集合•是可测的，则称线性组合 


f ⑴ = S ‘ 


为简单函数. p 的表示方法不是惟一的.然而，一个函数$是简单的当且仅当它是可测的且仅 
取有限个值.如果$是简单函数，{〜，"•，是 p 的非零值集合，那么， 


其中 Ai ={： c : fix ) : 
相等的非零值. 


^的这个表示法称为典范表示，它的特征是 A ,. 不相交且 a , 为互不 


若史在某个有限测度集外为零，当它的典范表示为？>= g 〜 Z A ( 时，定义它的积分为 
^f(x~)dx — ^a.mA, 

有时可将积分表达式简写为如果£是任意可测集，则定义 


通常使用非典范表示更为方便些，以下的引理将是很有 用的： 

1. 引理，令对于尽 E . n ^ = 0. 假定每个集合 E ,. 是具有有限测度的可 


测集，那么 
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证明集合 A a = {: c : <p ( x )= a }= U ^ f . 根据饥的加性有 amA a = D fliTTzJS ,， 因而 

a 广 a ^ 

|^(x)dx = SamA a 

= 2 a ；7 wE ；. ■ 

2. 命题令^和#是在一有限测度集外为零的简单函数，那么 
|(a^ + fi^i) = a|95 + a|^, 

且若几乎处 处有？ >>必则 

证明令 { A ,.} 与 卬] 分别为出现在^与々典范表示中的集合.令 A 。 和 B 。 分别表 示$与0 
为零的集合，那么取交集 A ,. 门乓得到的所有集合 £* 组成一个有限的不相交可测集簇.可以 
写为 

N 

? = ^ E t 


</>= S 6 * Ze * 


进而有 


a<p-\-bip='Z{aa k +bb t ')l Et , 

这样即由引理1得到 J " (呷+蚴）= a | 9 + ^. 要证明命题的第二部分，注意 

这是由于根据积分的定义，几乎处处大于或等 于零的 简单函数的积分是非负的. ■ 

从这个命题可知若则因此引理1要求集合 E , •不相交的限制 
是不必要的. 

令/为有界实值函数，£为有限测度的可测集.类似于黎曼积分，对于简单函数?>和0考 
虑数值 


若问何时这两数相等，以下命题给出了答案 ： 

3.命题令/为定义在可测集 E 上的有界实值函数，其中 E 的测度 mE 有限，那么 

inf dj(x)dx = sup (bi.x)dx 
/<!& JE r f > 9 JE 
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对妍有简单函数 炉和 P 成立的充要条件是 / 可测. 

证明令/是以 M 为界的可测函数，那么集合 

E , = [ x ：^ > /( x ) > a ~ 1)M | , 

是可测的、不相交的，且并为 E . 因此 

y ] mE k = mE . 

*=-n 

由 

< p „( x ) — ^ y]k XE k ( x ) 


和 

定义的简单函数满足 
因此 

且 


<p„(x) = -2(^-1) Xe, Cx) 


故而得知 


<p„(x) < /(x) <0„(x), 
infj ^j(x)dx ^ J 0 n (x)dx = — ^^kmE k 

supj^(x)dx ^ J^ 9 ? n (x)dr = ( 是 — 

0 ^ inf|^(x)dx — sup J^(x)dx^ ^ y^mE A — ^mE. 


由于 n 是任意的，有 


这样就证明了充分性. 
现在假定 


infj <p(x)dx — supj <p{x)Ax = 0, 


inf #(x)dx = sup <p(x)dx. 

峰 /」E 

那么给定 n ， 存在简单函数％和使得 

fn(x) < fix) < 厶 (X) 

且 

J ^„ Cr ) dx - J 炉 ”( x ) dr < 士. 

那么根据定理 3. 2.0 函数 


圆 


tp * = inf 
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和 

是可测的，并且 
因此集合 
是集合 


< p ' = sup < p „ 

f (X) </(X) <〆（：(：). 

A = {x ： f' (x) < </>' Or)} 


A, = |x ： 95* (x) < ip" Oc) _ 

的并. 但每个丄包含在集合 U : —1/ t ;} 内，后者的测度小于 t ；/ n . 由于《是任 

意的，因而 mA „ = 0, 进而所以除去一个零测度集外， 〆 = 〆 ，而且 〆 =/，因此根 


据命题 3_ 21 函数 / 是可测的.这就证明了必要性. 圃 

定义 如果/是一个定义在测度 mE 有限的可测集 E 上的有界可测函数，那么对于所有 
大于或等于/的简单函数必，定义它在 E 上的（勒贝格)积分为 


| /(x)dx = infj <p(x)dx. 

有时我们将积分简写为 _ f E /. 若£： = [ a ,6] 就用 _[/ m\ [a /来表示积分.若/是有界可测 


函数且在一个有限测度集 E 外等于零，那么用 J / 来表示 I /.注意= J > • Ze . 以下命题 3 的系 


表明勒贝格积分事实上就是黎曼积分的一个推广. 

4. 命题令/为定义在闭区间 [ a ,6] 上的有界函数•若/在 [ a , 6] 上黎曼可积，那么它是可 


测的且 

J ?| f ( x)dx = I fix ) Ax . 

证明由于每个阶梯函数同时也是简单函数，所以有 

1?| / (x)dj ： ^ sup| <p{x)dx ^ inf|^ ip{x)Aoc ^ i?| / {x)dx. 

因为 / 是黎曼可积的，所以以上不等式事实上均为等式.因此，由命题 3 有/可测. ■ 

5 •命题 若/和 g ■为定义在有限测度集£上的有界可测函数， 那么： 

i . | £ ( a / -\- bg ) = a £/ + 6丁 〆 . 

ii . 若 /= g 几乎处处成立，则 


iii . 若几乎处处成立，则 
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圆 


因此 

iv . 若 AS / UXB ， 则 


AmE < J £ / < . 


v . 若 A 和 B 是具有有限测度的不相交可测集，则 



证明若0是简单函数，那么 邛也是 ，反之亦然(若 a 关 0). 因此对于 a 〉0, 

[a/ = inf| E a 0 = amf| E0 = aj E /. 

若 a <0, 运用命题3有 

a / = inf \ aq > = a sup © = a inf tb = a \ f , 

JE p</」E j£ ff/JE Je 

如果办是满足/<办的简单函数 ，办 是满足的简单函数，那么办+办是满足/+尽< 
ih +< b 的简单函数.因此 

+ (办 +办 )= 1， + 1/ 2 . 

由于上式右端的下确界是茗，有 

J / + 〆 ]/ + ]/. 

另一方面， 妁</和 932 <尽 蕴涵外+ 92 是一个不大于 /+ g 的简单函数.因此 
|/ + ^^| £ ( ^+f )= | E ?'i+| E 9 3 2- 
而现在上式右端的上确界是 JV + J ^， 所以 

■L f+g> L f+ L g ' 

命题的陈述 ( i ) 由此得到. 

为证明 （ ii ), 只需证明 

由于 /—^ g ^ Oa - e . ，那么若简单函数 0> Oa . e ... 由此得到 

这样根据积分的定义就有 


类似地， 
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\/~ g <0, 

这样就得到了 （ ii ) 的证明.这个证明也可用于建立 Gii ). 而 ( iv ) 可由 （ iii ) 与事实 

I 1 = ^ 

导出， （ v ) 可由 （ i ) 与事实 + 导出. ■ 圆 

接下来要证明一个命题，它将用于证明定理16,该命题是定理16的一个特殊情形. 

6•命题(有 界收敛定理） 令 </„> 为定义在有限测度集 E 上的可测函数序列，且假定存在 
一实数使得对所有的《和：1：有 | /„( x ) | < M . 如果在£：的每一点: t , /( z ) = lim /„ U ), 

那么 

1/ = Hm J/- 

证明该命题的证明很好地说明了如何使用李特尔伍德的“三个原理”.当</„>一致收敛于/ 
时该命题的结论是平凡的.李特尔伍德第三原理说的是若 〈/„〉 点态收敛于/, SP 么</„>“几乎”一 
致收敛于 /. 该原理的一个精确版本由命题 3. 23给出，它说的是，给定 e 〉0, 存在 JV 和一个 
可测集 A [£ 满足 mA < e /4 M , 使得对于和〜 A , 有 | \ <e/2mE. 

那么 

+ i =e - :. 

因此 

W/. ■ 

以下完美的结论给出了一个判定有界函数是否黎曼可积的充分必要条件，它归功于勒贝格. [84] 

7. 命题区间 [ a ，6] 上的有界函数/黎曼可积当且仅当/的不连续点的集合测度为零. 

■ 

2. a . 令/为 匕， 6] 上的有界函数 ,/ 1 为 / 的上包络 ( 参见习题 2.51), 那么 _!?[ 6 / = £/ 1 .(若炉>/ 

是一个阶梯函数，则除有限个点外有 f 因而 . 但存在一个阶梯函数序列 
ifn ) 使得％ U . 根据命题6有 p ^ > 


b . 用 ( a ) 的结论证明命题 7. 
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4.3 非负函数的积分 

若/是定义在可测集£上的非负可测函数，那么定义 

其中 A 是有界可测函数，且满足 mU : 有限. 

8. 命题如果/与 g 是非负可测函数，那么 

i -l c/ = i /, c>0 • 

iii . 若 /<^ a . e . ,那么 

1/^1/* 

证明 （ i ) 和 ( iii ) 可由命题5直接得到，下面仅给出 （ ii ) 的证明细节.若 Mx )</( x ) 且 
kCx )^ g ( x ) ,有 A ( x )+ 是 ( x )</(： T )+ g ( j ：)， 因而 

取上确界，得到 ' 

J /+ W /+ 容. 

另一方面， 令/ 为在一有限测度集外为零且不大于/+容的有界可测函数，那么定义函数&与是 
如下： 

h ( x ) = min (/( x ) ，/(:)) 

与 

k ( x ) = l ( x ) — h ( x ). 

我们有 

« 工 ）< /(X) 

与 

k ( x ) < g { x ) , 

这里 A 与是有界(它们以 Z 的界为界）且在 Z 的消失处 消失. 因此 J" £ Z = h +£是< J / + 1/，因而 

\/ + \/>\/ +g - ■ 

9. 定理(法图引理）若</„>为非负可测函数序列， 且 / Jx )— /(X) 在集合£上几乎处处成 
立，则 

证明由于零测度集上的积分为零，不失一般性可假定收敛是逐点的.令 A 为不大于/的 
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有界可测函数且在有限测度集 E ' 外消失.用以下方式定义函数 A n: 

h „( x ) = min {/ iU ),/„( x )}. [Wl 

那么 函数心 有界 ( h 的界即为它们的界)且在 E ' 外消失.现在对的每一点 x , A „( x )^( x ). 

因此，根据命题6,得到 




对 A 取上确界，就有 


10•单调收敛定理令〈/„>为递增的非负可測函数序列，且今/ = lim /„ a . e . ，那么 


证明根据定理9有 


但对于每个《有/„</，因而/„< /. 不过这蕴涵着 


11.系 令《„为非负可测函数序列，且令/=乏>„，那么 


12.命题令/为非负函数且<£ ; >是一个不相交的可测集 序列. 设 E = LUE ： ; ， 那么 


证明令 Mi =/_ Z E ; ，那么 /• Z E = 2 Ki ，因而该命题可由前面的系得到. ■ 

定义 一个非负可测函数/称为在可测集 E 上可积 ，若 


13•命题令/与茗为两个非负可测 函数. 若/在 E 上可积且在£：上 & (工)</(工），那么 
g 也在£上可积，且 


证明根据命题8, 
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由于上式的左边有限，那么等式的右边项也必须有限，因而是可积的. ■ 

14. 命题非负可测函数/在 E 上可积，那么给定 e >0, 存在一个使得对每个满足 ACE 
且的集合 A 有 

I’ < e . 

证明若/是有界的,该命题就是平凡的.若 /( x ) < n 设/ ■(: r ) = / U ) ，否则/„ ( x -) = n , 
那么每个/„有界并在每个点收敛到 /. 根据单调收敛定理存在一个 W 使得> J " E / — e /2 ,且 
J e / _ / N < e /2 .选取5 < e /2 N ，若 mA < 有 

J/=}//-/,)+}> 

< J E (/-/ N)+NmA 


3 •令 / 为一个非负可测 函数. 证明 JV = 0蕴涵/ == 0 a . e .. 

4. 令 / 为一个非负可测函数. 

a . 证明存在一个在有限测度集外消失的递增非负简单函数序列<%>使得 

/ = 1—„• 

b . 证明对于所有简单 函数？ < /, J /= supj ^,. 


5. 令/是一个非负可积函数，用定理10证明如下定义的函数 F 

F( A = L f 


U 


是连续的. 

6. 令</„>是一个收敛于/的非负可测函数序列，假定对每个 n , /„</，那么 

J / = limj / n . * 

7. a . 证明在法图引琿中可以有严格不等式.[考虑如下定义的序列，若 n <: r < n + l ， i ( x ) = l ，- 否 

则你 )=0.] 

b . 证明对于递减函数序列，单调收敛定理不一定成立.[令 /„( x )=0 若 x < n , = l 若 

8. 证明法图引理的一个 推广： 若</„>是一个非负函数序列，那么 

J Hm/n < limJ/«. 

9. 令</„>是(一 a ,° o ) 上的一个使得 /„+/ a . e . 的非负可测函数序列，假定 _[/,—]"/< oo , 那么 
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对每个可测集 E 有]^八 — 

4.4 广义勒贝格积分 

谈到一个函数/的正部/+，我们指的是函数 / + =/ V 0; 即 

/ + '( x ) = max {/ U ),0}. 圆 

拜似地，定义负部 r 为厂 =•( 一 /) V 0. 若/是可测的，那么/ + 和厂也可测.我们有 
/=/+-/- 
与 

;1： / 1 = / + +/~- 

有了这些概念即可给出以下 定义： - 

定义对可测函数/，若/+与/-在£上可积则称/在 E 上可积.在这种情形下定义它的 
积分为 ♦ 

15. 命题若/和 & 是£上可积的， 那么： 

i . 函数 c / 在£上可积，且 £ c / 口 c £/. 

ii . 函数 /+ g 在 E 上可积，且 

J /+ W / + J /. 

iii . 若 / < g a . e . ，那么 £/ < \ £ S - 

iv . 若 A 和 B 是包含于 E 的不相交的可测集，那么 

证明 （ i ) 部分可由积分的定义及命题8直接得到.为证明 （ ii ) 部分，首先发现若力和/ 2 
是非负可积函数且满足/二/:-心，那么 r +^ sr + A . 由命题8可知 

|/ + +|/2 5 =|/"+ j/l » 

因而 

卜卜卜 R 圃 

但是，若/和 g 可积，则 / + + g + 和 /— +厂也可积，早(/+君）=(/ + +貧 + ) — (厂+厂）.因 
此 

J (/+ 茗 )= J " - J(/m 

. = \ f ++ k~\ r ~k : 
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= \ f+ \ S - 

( iii ) 部分可从 ( ii ) 部分和非负可积函数的积分非负这一事实得到.对于 ( iv ) 有 

1 ub /= \ fXAUB 

= J " a + J / Xb 

应当注意到 f + g 在点 f = °°、g 00 与 / =一00、发= 00处没有定义，然而由于 / 和 g 
可积，这样的点集测度必须为零.因此 f + g 的可积性与积分 1(/ +尽）的值与这种意义模糊的函 
数值选择无关. 

16. 勒贝格收敛定理 令容为£:上可积的函数，〈/„>为可积函数序列使得在 E 上 | /„ 丨 < 
容且对几乎所有属于£的 X 有/(工）=1〖1!1 乂（ X )，那么 

1/ = lim I/- 

证明函数/„非负， 因而根 据定理 9 有 

由于 I /丨/是可积的，且有 

这就得到 

类似地，考虑反+/„，可得到 

这样就证明了该定理. ■ 

上面的定理要求序列</„>被固定的可积函数 g 所控制.然而，在证明过程中并没有如此多 
的要求.若用仏代替 g ， 就得到以下推广的勒贝格收敛 定理： 

17 •定理 令 <&>为一 个几乎处处收敛于可积函数尺的可积函数序列，令<乂>为满足 
I /„ I < g „ 且几乎处处收敛于/的可测函数序列.若 



若</„>是几乎处处收敛于/的可测函数序列，那么法图引理、单调收敛定理和勒贝格收敛定 
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理全都断言了在某种适当的假设下可以根据 J / ■■籴 推断出 JV 的某些事实.法图引理的假设条件 
最弱: 仅要求/„以零(或更一般的以一个可积函数）为下界.与之相应地，法图引理的结论也比其 
他定理弱 ：仅可 以断言 J /< lirnj /.. 勒贝格收敛定理要求函 数乂分 别有固定的可积函数为上界 

与下界，因而断言 J / 与相等性.而单调收敛定理(作为其推广的习题 6 ) 多少是一个混合 

体: 它要求/„以零(或一个可积函数）为下界，且以极限函数/自身为上界.当然，若/可积，它就圓 
是勒贝格收敛定理的一种特殊情形，但是法图引理和单调收敛定理的优点在 于:它 们甚至可被运 
用于/不可积的情形，并且常常是证明/可积的一种好方法.注意到仅使用积分的正性和线性特 
点，法图引理与单调收敛定理就可以互相导出，从此意义来看，这两个定理是非常接近的. 

識 

10. a . 证明若/在£上可积，则 | / I 可积且 

11/1^1 !/1 - 

那么 I /丨的可积性蕴涵了 /的可积性吗？ 

b . —个函数的不恰当的黎曼积分可以在无须该函数可积（在勒贝格意义下）的条件下存在， 

例如定义在[0, 上的函数 /(； c ) = ( s i nx )/ x . 若/是可积的，证明这个不恰当的黎 

曼积分存在时它就等于勒贝格积分. 

11. 若是简单函数， 4. 2节和本节分别给出了 JV 的两种定义.证明它们是相同的. 

12. 令 g 为集合£上的可积函数，且假设</„〉是使得在£上 | /„( x ) | < g ( x ) a . e . 的可测函数 
序列，那么 

£ lim ^ < Hin ^. 

13. 令 / i 为一可积函数 ，</„> 是;一个满足 / n 》一 A 且 lim /„ =/ 的可测函数序列.证明 > 与 f / 有 
意义且 

14. a . 证明在定理17的假设下有 

} l /»-/ l - o . 

b . 令 <义> 为使得 i —/ a . e * 的可积函数序列且/可积，那么||/一/„ |->0当且仅当 J "|/ 卜 

{ l / l . 

15. a . 令/为在 E 上可积的函数，那么，给定 £ >0,存在一个简单函数 P 使得 

£ I / -?> I < £• 

[将习题4应用于/的正部和负部 .] [ M ] 
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b . 在同样的假设下存在一个阶梯函数0使得 

£ I f—ip I < e- 

[将 ( a ) 部分与命题 3. 22结合 .] 

c . 在同样的假设下存在•一个在有限区间外消失的连续函数 g 使得 

L lf ~ gl<e - 

16. 建立黎 曼-勒贝格定 理：若 /为（_~，+⑺）上的可积函数，那么1$ /( x)cos nx dx =0. 

[提 击： 若 / 是阶梯函数，定理很容易.利用习题 15.] 

17. a . 若/为 （一 oo , + oo ) 上的可积函数，那么 

J /( x)dx = J/(x + Odx . 

b . 若 g 是有界可测函数.那么 

limj ^ I g ( x )[/( x ) — /( j : + «)] I = 0. 

[提 示： 若/连续且在一个有限区间外消失，这个结果即可从/的一致连续性得到.运 
用习题 15.] 

18. 令/为定义在正方形 Q = {<：«：, t >: 0<*<1丨上的两个变量 〈 z ， 0的函数，且对 

毎个固定的 Z 还是； r 的可测函数.假定 lgi / Gr , t )=/( T ) 且对所有的 t 有 I fix, f ) I < 
g(x), 其中 g 是 [0, 1] 上的可积函数，那么 

lim|/(j ： ,t)dx = ^ fix) Ax. 

(习题 2.49 f 在这里有用 .） - 

证明若也有对每个固定的工， /( x , «) 是 i 的连续函数，那么 
h(t) =|/(x,f)dx 

是 t 的连续函数. 

19. 令/为定义在正方形 Q = {〈 x , «〉： 0< x < l , 上的有界函数，对每个固定的 

/是工 的可测函数.对于每个〈 X ，令偏导 a //3 Z 存在.假定 a // at 在 Q 有界， 
那么 

*4.5 依测度收敛 

假定 </ n > 是可测函数序列且满足 J " I/ n 1 — 0 ,那么关于序列</„>有何说法呢?这种序列的最 

重要性质或 许是: 对于每个正数集合{ X :丨 f „ Cx ) |>,}的测度必须趋于零.这就导致引人以下的 
定义： 
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定义可测函数序列〈/„>依测度收敛于/:若给定 e >0 存在一个 N 使得对所有有 
m { x x \ fix ) —/.( x ) |^ e > < e . 

从该定义与命题 3. 23 直接得知，若〈/„>是定义在有限测度可测集£：上的可测函数序列且 
/„-/ a.e. ,那么</„>依测度收敛于 /. </„>在 [0, 1] 上依测度收敛于零，但是 </„(x)> 对 
[0, 1] 上的任意: c 都不收敛，这种序列</„>的例子可构造一个 如下： 令 n = 6 + 2", 0^ k <2\ 
且设乂 ( x)=i 若 xeR 2-°, a +1)2-°], 否则 /„ U )=0, 那么 

m { x -. I /„( x ) |> e } < —, 
n 

因而依测度地乂 —0, 然而，对任意 xe [0, ]]，当 n 任意大时序列 </„( x )> 取到值1，因而不 
收敛.不过，我们却有以下命题： 

18. 命题令 〈/„>是 依测度收敛于/的可测函数序列，那么它存在一个几乎处处收敛于/ 
的子序列 

证明给定 h 存在整数》„，使得对所有，有 

m { x ： | /„( x )-/( x ) |^2-»}<2-». 

令 E „ = { x : I fAx )~ fix ) I ^2-°}, 那么若 x ^ yE „, 对于 必须有 I f n ^ x )~ f { x ) I < 
2-% 所以八 （ x ) —/( x ). 因此对任意 x ^ A = Ue „, f„ y ( x )-/( x ). 但 mA < 

^[ U E »]< S mE » = 2_ * +1) 因此― =0. ■ 

19 . 系令 </„> 是定义在有限测度可测集 £ 上的可测函数序列，那么它依测度收敛于/当 
且仅当〈/„>的每个子序列本身也都有一个子序列几乎处处收敛于 /. 

20. 命题 若用“依测度收敛”代替“几乎处处收敛”_，则法图 引理、 单调收敛定理和勒贝格 
收敛定理仍然成立. 

20. 若〈/„>是依测度收敛到/的序列，那么它的每个子序列 </„ t > 依测度收敛到 /. 

21. 用习题20和 2. 12从命题18导出命题 20. 

22. 证明有限可测集上的可测函数序列 〈/ n > 依测度收敛到/当且仅当</„>的每个子序列本身也 
都有一个子序列依测度收敛到 /. 

23. 证明系 19. 

24. 用命题14直接证明若〈/„>依测度收敛于/，且若存在一个可积函数 g 使得对所有的《有 

丨 / n I ，那么 

J I /,-/ l - o . 

25. 可测函数序列</„>称为一个依测度的柯西序列，若给定 £ >0存在一个 JV 使得对所有 w ， 

有 


[95] 
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m { x ： | f n Cx ) — f m ( x ) |^e} <e. 

证明若 </„> 是依测度的柯西序列，那么存在一个函数/使得序列〈乂〉依测度收敛于它.[选 
取 n „ +1 >〜 使得1人一/ 〜 +1 1 >2_°}<21,那么级数 S (/ 〜 +1 —/〜）几乎处处收 
敛于函数 g . 4/ = ^ + /-,，那么依测度并且可以证明相应地/„依测度收敛 
于 /.] • 
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本章主要考虑在何种意义下微分是积分的特别地将关注以下 问题： 何时有 

丄 V(:)dx = /(6)-/U)? 

何时有 

去 J /(y)dy = /(工)？ 

根据黎曼积分理论可知，若: c 是/的连续点，那么第二个等式成立.下面将会证明这个等 
式在更一般的情况下几乎处处成立，因此微分是勒贝格积分的逆.然而，第一个问题较为困 
难，即便运用勒贝格积分它也仅对某些函数类成立，我们将刻画该类函数. 

5.1 单调函数的微分 


令为区间簇.如果对每个 e >0 和任意属于 E 的 X ， 存在区间16#使得乂 f 且/⑴ < £ ， 
那么就说4在维 塔利意 义下覆盖集合 E , 这些区间可以是开的、闭的或半开的，但是不允许退 
化区间出现，即区间仅由单点组成. 

1.引理(维塔利） 令 E 为具有有限外测度的集合， 沒 是一个在维塔利意义下覆盖 £ 的区 
间簇，那么给定 e >0, 中 存在一个有限不相交区间簇 { J , ，…， J N } 使得 

»n*[E~y 1„] < e . 

证明仅需对中的每个区间都是闭的情明，否则考虑它们的闭包，这是由于我们发 
现区间乃，…，的端点集是零测度集. 

' 令0为包含£：的有限测度开集.由于是£的一个维塔利覆盖，不失普遍性地可以 假定多 
中的每个 J 包含在0内.我们递归地选择中的不交区间序列 < J „> 如下： 令 A 为4中的任意区 
间且假定已经选定 A ，…， J n ， 令 t 为中不与区间/,，•••，夂中的任何一个相交的区间的 

长度的上 确界. 由于每个 J 都包含在0内，所以有 K «0< oo . 除非£匚 Oj ,， 否则可以找 

i=\ 

到多中的1„ +1 使得并且 J 出与 I "…， J -不 相交. 

因此就 有了沒 中的不相交区间序列 <0,且由于 UJ „ CO , 有 EKJ „)< mO < oo . 因此能找 
到一个整数 N 使得 


令 


EKi„xf. 

N+l ° 


若能证明饥》1?< £ 本引理即得证. 


N 

1? = E~U I n . 

n~l 

N 

令; C 为 J ? 中的任意点，由于。1„是不包含 z 的闭集.所以 
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能够找到中的区间它包含: c 且长度足够小使得 J 与区间“，•••，都不相交.若此时 

[98] im .. = 0 对于 i < n 成立，那就必须有 UDKk „<2 l ( I n +1 ). 因为 lim KI „)=0, 那么区间 J 至 
少必与区间/„中的一个相交.令 n 为 I 与相交的最小整数，有 n > N ， 且 

2 KJ „) .由于: r 属于 J , 且 J 与1„有公共点，这就得到 z 与中点的距离至多为 KJ ) + 
fl ( U . 因此 z 属于区间八，其与1„有相同中点且长度是的5倍.至此已经证明了 

i?cQ 

N+1 

因此 

为讨论一个函数/的导 数， 首先 i + i / 在: t 点^ 导数， 该导数是一个包含以下4个量的 
集合： 

D+ /(x)= IIS f (工 B) -f ( 工) ， 

a — o + n 

D -/( x )= II ^ f (工） — A 工 _ fO ， 

A — 0+ h 

D+/(x)=lim /(£±^(£L,. , 

D — /( x )= lim /( 工)一产 _ 办） 

A 今 0+ 办 

显然地，有 D+/U)>D + /(:c) 与 D_/(x)>D-/(z). 若 D + /Oc)=D + /(x)=D-/(z) = 
D_/(z) 乒士⑺，则说 / 在点 工可微 且定义 / 'Oc) 为这些导 数在工 点的共同值.若 D + fdx)=D + 
/ Cc ) 则称/在点 x 有右导数，且定义 / U +) 为仓们的共同值.同样地，可定义左导数 /(X—), 

2 •命题 若/在 0,6] 上 连续，且它的某个导数(比如 D + ) 在 （ a , 处处♦负，那么/ 

[99] 在 [< z , 6] 上 非减； 即对于: cQ ，/( x )</(： y ). 

3•定理 令 / 为定义在区间 [ a , 6] 上的递增实值函数，那么 / 几乎处处可微导数/可 
测，并且 

| /"(^dr </(6) —/(a). 

证明先证明使任意两个导数不等的集合的测度为零.我们仅考虑使得 P + /(: c )> 
D _/(: c ) 的集合 £. 导数的其他组合作类似处理即可.现在集合 E 是下列集合的并集 
E „. = {x ： D + f ( x ) > u > v > D - fix )) 

其中《与》遍历所有有理数.因此仅需证明 , = 0. 令尸 m ' E u ， v , 选取 e >0, 用满足 
mO < H > e 的开集 O 包住对于的每一点: c ，存在一个任意小的区间[: d ， x ] 包含于 
0使得 

fix ) — fix — h ) < ivh .. 

根据引理1能从这些区 N 中选取 一个有限集簇 Ui ，…， In ), 其内部覆盖外测度大于*一 e 的 



子集 A ， 那么对这些区间求和，有 
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N N 

”) —/(:»—〜)]< 
n=l n=l 

• < vmO 

<.v(s + e). 

现在每个点 3^ eA 都是包含于某个的任意小区间(: y , y + W 的左端点，且满足 /( 计/( 30 > 
uk . 再次运用引理1，就能够从这些区间中选取出有限簇 { L ，…， J M }， 使得它们的并包含外测度 
大于 s — 2 e & A 的子集，那么对这些区间求和得到 

M 

^f(yi + h) — fiyi)> u^ki 

i =] 


> u{s — 2e). 


每个区间 j , •都包含在某个区间 l 里，因而若对那些使得求和，由于/递增，有 
y] f(yi +ki) — fCy { ) < fix n ) - f(x„ —h n 、， 


因此 

因而 


^ f(x „) — f(x n — h„) ^ y]f(yt + kj) ― /(乂 )， 

n=l »=1 


v(.s + e) > uis — 2e). 

上式对每个正数 e 都成立，所以但《>力，因而 s 必须 等零. 
这表明函数 


gix) = lim 


f<ix + h)-f(x) 
h 


几乎处处有定义，且/在 g 有限的点可微. 

令 

g,U) = «[/(x+ 1/n) 

这里对于:设 /(: r )=/( W . 那么对几乎所有的 x , &(: c )4 g ( x )， 因而 g 可测. 
由于/是递增的，我们有心 >0. 

因此根据法图引理 

| g < limj g n = lim w| [/(x + 1/n) — /(x )]dx 


H M/n ra+l/n -l 

，，- ”1，] 

=limj^/(6) — 7i| ' /J 

</(« -/(a). 

这就表明了 g 是可积的，并因此几乎处处有限 • 所以/可微 a.e. 且尽 =/ 3 . 已 . ■ 

■ 


1 . 令 / 为如下定义的 函数 : /(0)=0 且当 x#0, fCx)^x sin(l/x ). 求 D+/(0). D + /(0), 
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D - / ⑻和£>_/⑻. 

2. a . 证明 D + [—/( x )]=—£>+/(_ 

[Toll b •若 g Gt )=/(-： c )， 则 £» + g ( x ) = —1»_ /(—£). 

3. a . 若/在 [ fl , 6] 上连续，且在 6) 取到局部极大值，则 

D— /(c) < D~ /(c) < 0 < D+ f(c) < D + /(c). 
b . 若 /在 fl 或 6 处取到 局部极 大值， 则能得出什么 结论？ 

4. 证明命题 2. [提 示： 首先证明该 命题对 于满足 D + g > e >0 的函数 g 成立.再将此运用于函 
数 g ( x )=/( x )+ ex .] 

5. a . 证明 D + (/+ g )< D + /+ D + g . 

b. 叙述和证明关于其他导数的类似不等式. 

c . 令/和 g 非负且在 c 连续，那么 

D+ (/ • g)(c) < f(c)D + g(c)+g(c)D + f(c). 

6. 令 / 为定义在 [ a , 幻上的函数， g 是定义在 [ a , jS ] 上的连续函数，且在 y 可微并满足 〆 y )= 
c6(a, b ). 

a . 若 〆 ( y )>0, 则 D +(/。 g )( y )= D + /( c ) ./( y ). 

b. 若 〆 （ y)<o, JSiJ D + (/« g)(r)=D-/(c) • g \ f ). 

c. 若 〆 ( y )= o 且 / 的所有导数在 c 有限，则 

D + (/ 。曲 ）=» 0, 

5.2 有界变差函数 

令/为定义在区间 [ a ，6] 上的实值函数， 0 =工。<4<一<4=6为区间 [ a , 6] 的任意分 
划.定义 

p = - fUi-oy 

*• 苗1 

*=1 

k 

丈 =W + 夕 = I /( 工 , ） 一 /(Xh ) I ， 

i=l 

这里用 r + 表示当 r >0 为 r •且当 r <0 为0,并设 r -= | r | - r + ， 

有 /( W _/( a )=/»— w •设 

P = sup py 
N = sup n , 

T — sup t 9 

_ 这里上确界取自 [ a ，6] 所有可能的分划.显然地， P < T<P + N . 我们分别称 i 5 、 N 、 T 为 f 
在 [ a ，6] 上的正变差、负变差和全变差.为表示全变差对区间 [ a , 6] 以及/的依赖性，有时将 
它写为 V、V C D 等轉. 若: T <~， 则称/为 [ a , 6] 上的有界变差函数.有时会将这个概念简 
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单记为 /6 BV . 

4. 引理若/为 [ a , 6] 上的有界变差函数，那么 

r a = Pi+K 

且 

fm-fia) = Pi-Nl 

证明对 [ a ，6] 的任意分划 

P = n + fib) — f(,a ) , 

对所有可能的分划取上确界，得到 

P = N+ /(«-/(«). 

再对 

t = p + n = p + p — {/(W — /( a )} 

取上确界，即得到 

T ^2 P -{ f ( b )- fCa))=P + N ■ 

5. 定理 函数 / 是 [ a , 6] 上的有界变差函数当且仅当它是 [ a , 6] 上两个单调实值函数 

的差. 

证明令/为有界变差，且令 gU ) = P /、 M ； c )= Ai ' 那么 g 与 A 都是实值单调递增函 
数，这是由于 0< p /< zr < r < oo 与但是根据引理4, f ( x )= g ( x )~ 
« x )+/( a ). 因为 A —/ U ) 是一个单调函数，所以已将/表示为两个实值单调函数的差. 

另一方面，若在 [ a , 6] 上有 /= g — A ， 其中 g 和 A 是递增函数.那么对于任意分划有 

2 |/( A )—/( Xi - i )|< S [ g ( Xi )— g (： c ; - i )]+ E |>( j ： i )—/ i ( a ：,.- 1 )] 

= g ( b ')— g ( a )+ h ( b )— h ( a '). 

因此 

TiCf)<gO>)+h(b)— g (a) — h( a ). B 

6.系若/是 [ a , 6] 上的有界变差函数，那么对几乎所有 x 属于 [ a , 6], /( x ) 存在. 

BP 

7. a . 令/为 [ a , 6] 上的有界变差函数.证明对每个 4( a ， 》,当 c 一或 x — H ■时 / Oc ) 的极 

限 存在.证明一个单调函数(因而一个有界变差函数)只能有可数个不连 续点.[提 示： 若/ 
是单调的，则使得 I f ( c +)~ f ( c -) |. >1/«的点数有限 .] 
b . 构造一个在[0, 1] 上的单调函数其在每个有理点不连续. 

8. a ： 证明若 « b , 那么 V = V + V ， 而且 V < V ‘ 

b . 证明 v ( f + g )< v (/) + v ( g ), e . r ( c />= \ c \ vif ). 

9 . 令〈/„>为定义在 [ a , 6] 上的函数序列，它在 [ a ，6] 上的每一点都收敛于一个函数/，那么 

rc / xiimra ). 

10. a . 令/为如下定义的 函数: /(0)=0且当：治)， /( x)=#sin ( l / x z ). 请问/在[一1, 1] 

上是否为有界变差？ 

b . 令 g 为如下定义的 函数: g (0) = 0 且当: r #0, g ( x )= x z sin (1/ x ). 请问 g 在[_1， 1] 上是 
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否为有界变差？ 

11. 令/为 [a，6] 上的有界变差函数，证明 

f l/l< W). 

5.3 积分的微分 

若/为区间 [a，6] 上的可积函数，定义它的不定积分为 [a, 6] 上的函数 F 为 

F(x) = JV(«)df. 

_本节要证明一个可积函数的不定积分导数几乎处处等于该函数.下面从建立一些引理开始. 

7. 引理 令/在 [ a , 6] 上可积，那么如下定义的函数 F 

F ( x ) = JV («) d « 

是 [ a ，6] 上的有界变差连续函数. 

证明 连续性可由命题 4. 14得到.为证明 F 有界变差，令 a = ： c () < xr <0*.< A =6 是 
La , 6] 的任意分划，那么 

FCx ^) I = 2 I 「’ / W 山 I < 2「 j /(O I di 
i = l .-=1 I I i=l 

=J I fit ) I At . 

/ 因此 • 

TS ( F )<[ 6 I fit ) I dt < oo . ■ 

8. 引理若 / 为区向 [ a , 6] 上的可积函数且 

J f ( t)dt = 0 

对于所有尤€ [ a , 6] 成立，那么在 [ a ，6] 上 /( O^O a . e . • 

证明 假定使 / U )>0 的点集£:具有正测度，则根据命题 3. 15存在一个闭集使得 
m F > 令 O = ( a ，6) 〜 F ， 那么或者 J * / # 0,或者 

.HW/+I/，. 



但0是不相 交的可 数开区间簇 {U„，6 n )} 的并，因而根据命题 4. 12 


國 


因此对某个《有 
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因而或者 

或者 


「7弇0, 

P7^o 


无论如何若/在某个正测度集上为正，那么对某个: c €[ a ，6] 有 

I >^°- 

类似地对于/在某个正测度集为负，.可由逆否关系得到引理. ■ 

9.引理若/在 [ a ，6] 上有界可测且 

Fix ) = JV(t)di+F(a), 

则对于几乎所有属于 [ a , b ] 的工， F / ( x ) = /( x ). 

证明根据引理7, F 是 [ a ，6] 上的有界变差函数，因而对几乎所有属于 [ a , 6] 的 X ， 
〆 (>)存在.令丨/丨 < K ， 再设 

/„(，) = F( ^_ F ⑴ ， 


fn(x ) = 


取，有 

因而 
由于 

f „( x ) -*■ F 7 ( x ) 

而且 F 是连续的，所以有界收敛定理蕴涵着 






f F，U)dx= = 紐收 ㈣ —FU))cb ： 

= lin {士丄’⑴心-^⑴心] 

= F(c)-F(a) = J/(x)(k, 


那么对所有的 6] 


因而根据引理 8 


{F ， (x)-/(x)}ic = 0 


F f ( a :) = fix ) a . e . 
10. 定理令 / 为区间 [〜6] 上的可积函数，且假设 
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F(x) = F ( a )+^ f ( t ) dt . 

那么对几乎所有属于 [ a , 6] 的 X ，矿 ( x )=/( x ). 

证明不失一般性可以假定/>0.定义/„如下： /„(x)=/(x) 若 /(x)<n，/„(x)=^ 若 
/(工)>72,则 因而 

G n ( x ) = |y - /„ 

是工的递增函数，其导数必须几乎处处存在，且该导数非负.根据引理9 
£]:/„ =/„U) a. e., 

因而 

F\x)=^p„+£\j„ 

> fn ix ) a. e. 

由于 n 是任意的，因此 

(x) ^ fix ) a. e. , 

相应地， 

|yU)ic>£/(^)dx = F(6)-F(a). 

因此根据定理 3 有 

I F \ x)dx = F(6) - F ( a ) = J /(x)dx 
且 

[ i (F ， U)-/(x))dx = 0. 

由于 F’U)—/ (工）>0,这表明 F’U)—/Oc) = 0a. e. ，因而 F'(x) =/(x) a. e.. ■ 

5.4 绝对连续性 


我们称定义在 [ a ， 6 ] 上的实值函数/为绝对连续 函数： 若给定 e > 0 , 存在 5 > 0 使得 

2 Wi)— /( 工 ;) i<£ 

»=1 

对于每个满足 • 

2 I — A I 〈 5 

i=i 

的有限不重叠区间簇 {( x ,， 乂）}成立.绝对连续函数是连续函数，且根据命题 4. 14每个不定 
积分都是绝对连续函数.两个绝对连续函数的和与差也是绝对连续函数. 

11 .引理 若/在|>， 6] 上绝对连续，那么它在0, 6] 上有界变差. 

证明令5为绝法连续定义中相应于 e = l 的5,那么对 [ a ，6] 的任何分划可以分裂成 K 
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(若需要，可插人新的分点)个区间集，而每个的总长度都小于I这里 K 是小于 l + 0>— _ 
的最大整数.因此对任何分划有因而 T<K. _ 

12•系 若/绝对连续，那么/几乎处处有导 数. 

13. 引理 若/在 0, 6] 上绝对连续且 /'(x)=0 a_e. ， 那么/是常数. 

证明对于任意 ce[a，6], 我们希望证明 /( a )=/( c ). 令 £CGz, c) 为测度等于 c— a 的集 
合，在其上 /'U)=0. 令 £ 和，为任意正数，对于£中的每个X，存在一个任意小的区间 
[x, i+A] 包含于 U， C ]， 使得 | fdx + h )- f ( x ) | < v h . 根据引理1，可找到一个这类不重 
叠区间的有限簇{[>*，％]}，其覆盖 E 的除测度小于谷的集合外的所有点，这里5是对应于在 
/绝对连续定义中的 s 的正数.若标记 A 使得心 <心 +1 ,则有 

3<o = a < x, < 力 < x 2 < …< ： y„ < c = 

与 

I 工*+1 - I < 

那么根据{[>*， ： V*]}的构造方式， 

21 /(%) — /( 工 *) 工 *) 

k = l 

<7(c—a) 

且根据/的绝对连续性 

2 |/(x*+,)-/(^)|<e 

因此 

|/(C)—/(a)| = | 2 - 八 x *)] I 

Jt=0 * = 1 

.^ £ + rj(.c — a). 

由于 e 和 7 是任意的正数，因此 /( C )—/(a)=0. ■ _ 

14. 定理 一个函数 F 是不定积分当且仅当它绝对连续. . 

证明若 F 是一个不定积分，那么根据命题 4. 14它是绝对连续的.假设另一方面， F 是 
[a, 6] 上的绝对连续函数，那么 F 是有界变差，且可以将它写为 
F(x) = F ^ xy - FzU ), 

其中 F,. 单调递増.因此导数 F'Oc) 几乎处处存在且 

|F , ( x )|<F；( x ) + F , 2 ( x ). 

因此根据定理3, 

||F / Cx)|dx<F,(6)+F 2 (« - F ^^- FzCa ) 

且〆（: r) 是可积的.令 

GCt ) = |V ， («)di. 

那么 G 是绝对连续的函数，因而 /=_F，G 也是绝对连续的函数.根据定理10, /00 =铲(^)一 
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^(^)=0 a . e .. 所以根据引理13, /是常数.因此 

FU ) =[ V , ( t)df + F ( a ). _ 

15.系每个绝对连续函数都是它的导数的不定积分. 

12. 令/为对于每个 e 〉0 在区间 [ e , 1] 绝对连续的函数，那么/在0的连续性是否蕴涵/在 
[0, 1] 上绝对连续？若/还在[0, 1] 上有界变差，情况又如何呢？ 

13. 令/为 [ a ， 幻上的绝对连续函数.证明 

71(/) = [ I / I 和 P b M )=\\ n + - 

14. a . 证明两个绝对连续函数的和与差是绝对连续函数. 

b . 证明两个绝对连续函数的乘积是绝对连续函数.[提 示： 运用它们是有界的这一事实 .] 

c . 若/在 [ a ， 幻上绝对连续且若/从不为零，那么函数 g = l // 也在 6] 上绝对连续. 

15. 康托尔三分函数（习题 2.48) 连续单调但不是绝对连续. 

16. —个0,幻上的单调函数/称为奇异的若/' = 0 a . e .. 

a . 证明任何单调递增函数都是一个绝对连续函数与一个奇异函数的和. 

b . 令/是 [ a ，6] 上的一个非减奇异函数，那么/具有以下 性质： （ S ) 给定 e >0, 5>0,存 
在一个不重叠区间的有限簇{[%， 〜]} 使得 

^ U * —yk I <S 
且 

[提 示： 见引理13的证明 •] 

c . 令/为 [ a ，6] 上的非减函数且具有 ( b ) 部分的性质 ( S ), 那么/是奇异的.[提 示： 用 （ a ) 
部分 .] 

d . 令</„>为0, 6] 上的非减奇异函数序列使得函数 

fU ) = Sf n ( x ) 

处处有限，那么/也是奇异的. 

e . 证明[0, 1] 上存在一个严格增加的奇异函数. 

17. a . 令 F 在 [ c ， 4上绝对连续， g 在 [ a ，6] 上绝对连续且满足那么 F 。^ 在 [ a ， 

6] 上绝对连续. 

b . 令 £={工： g / (. r )=0} ,那么 w ( g [ E ]) =0. 

18. 令 g 为[0, 1] 上的绝对连续单调函数且£：为零测度集，那么 g [ E ] 的测度为零. 

19. a . 构造一个在 [0., 1] 上绝对连续的严格单调函数 g , 使得 〆 = 0在具有正测度的集上成立. 

[提 示： 令 G 为具有正测度的广义康托尔集的补集(习题 3. 14) 且令 / r 为;^的不定积分 .] 
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b . 证明存在一个零测度集£使得 g — JE ] 不 可测. 将该例子与习题 3. 28相比. _ 

20. 一个函数/称为在区间上满足利普希茨条件，若存在常数 M 使得 | fdx )- fCy ) | < 
M | x—j I 对于该区间的所有 x 和 3 /都 成立. 

a . 证明满足利普希茨条件的函数是绝对连续的. 

b . 证明绝对连续函数/满足利普希茨条件当且仅当丨/ I 有界. 

c . 证明当/的一个导数（比如说 D +) 有界，那么/满足利普希茨条件. 

21. 变量变换 I . 令 g 为 [ a , 6] 上的单调递增绝对连续函数满足 g ( a )= c , g ( b )= d . 

a . 证明对于任何开集 OC ：[ C , 

rrD = [ g '( x ) dx . 

Jr 1 co ] 6 

b . g \ x ^ Q ). 若£是|>， d ] 的子集满足 m £ = 0, 那么 g — 1 [£] fl H 的测度 
为零. 

c . 若 E 是 [ c , d ] 的可测子集，那么可测且 

mE = = J XE ( g ( x ')) g , ( x ) dx . 

d . 若 / 是 [ c ， 幻上的一个非负可测函数，那么(/。 & ) 〆 在 [ a ， 6〕上可测且 

丄 /( ： V)d>> = dx. 

22. 变量变换 E . 令 g 为 [ a , 6] 上的单调递增绝对连续函数满足 Va )= C , gCb ) 且令/ 

为 [ c ， d ] 上的可积函数.令 

F ( y ) = f ( t ) dt , 

且设 ff ( x )= F ( g ( x )). .... 

a . 证明 H 是绝对连续的（习题 17 a )， 且只要和 〆 存在并有 g ' U ) 关0就有 F '( g ( z .)). 

因此 

H \ x )= F ， igix )) g \ x ) 

除使得 gix )=0 的集合£外几乎处处成立. 

b . 令 

J/(y) y 

/o - e gLEi \m\ 

那么 A =/ a . e .( 见习题 17. b ). 因此 

H \ x ) = MgU ^ gCx ) a . e . 

c . 证明 

J F(>i)d3i = |.F(g-(x))g / (x)dx. 

d . 若不假定 g 单调 （ c ) 部分的表达式是否仍然成立？假定 g 有界，且/在包含 F 值域的区 
间可积. 



74 第一部分实变函教论 


5.5 凸函数 

定义在开区间 6) 上的函数 p 称为凸的，若对每个： c 与: y 属于 U , 6) 和每个 A (0< A <1) 
有 

f(Xx + (1 — A )^) ^ X < p ( x ) + (1 — X ) f ( y ). 

观察？ ■在 R 2 的图像，这个条件可用几何表述为： （A 9 ( x ))^< y , 史( 30 >之间弦上的每一点均 
位于 p 的图像上方.以下引理给出了有关凸函数弦的一个重要性质，其证明留给读者. 

16. 引理若 炉 是 U, 6) 上的凸函数，且若 X, > y 是 6) 上的点满足 x</</ 与 

工 <3<y ， 那么 （ X' ， y) 弦的斜率大于 (X ，： y ) 弦的 斜率； 即 



y — x y — x 


若一 个函数/的上下左导数 IT / 与 D -/ 在点： r 相等且有限，就说函数/在: c 左可微且 
称这个共同值为/在: c 的左导数.类似地，称函数/在 x 点右可微若 D +/ 与 D +/ 在该点相 
等.以下命题给出了凸函数的一些连续性与可微性. 

17. 命题若 p 是 U , 6) 上的凸函数，那么 p 在 （ a , «的每个闭子区间上绝对连续 . f 的 
_ 左导数和右导数在 U , W 的每一点存在且除一个可数集外彼此相等.左导数和右导数是单调递 

增函数，且在每一点左导数小于或等于右导数. 

证明令幻匚 ( a , 6). 那么根据引理16,对于属于_心的 x , 3>有 
<P(c) — <p(.a) 〈 <p(y) — <p(x) < <p(b) — <p(c?) 
c — a y — x \ b — d 

因此在 [ c , d ] 上 I < pb )-< p ( x ) I CM I x~y I , 因而 ？ 是绝对连续的（参见习题 2 0). 

若工。云（<2，6)，那么根据引理16， [ p ( J ：)— p ( x。)]/(X — X 。）是 X 的増函数，因而当 X 从 
左或从右趋近于: T 。 时该函数的极限存在且有限.因此？>在每一点都左可微和右可微，且左导 
数小于或等于右导数.若工。 < y 。， x < y 0 , 且 x _()<; y ， 则 

y ( x ) — <p (工。 ) < y ( y ) — < p ( y 0 ) 

x — x 0 、 y~yo ’ 

而且在: c 。 的导数小于或等于在加的导数.因此每个导数都是单调的，若它们中的一个在某一 
点连续那么它们在该点相等.由于一个单调函数只能有可数个不连'续点，所以在除去一个可测 
集外它们都相等. ■ 

以下命题是先前命题的部分逆命题. 

18 . 命题若 炉 是 6) 上的连续 函数， 且若 炉 的一个导数（比 如说 D + ) 非减， 那么 沪是 
凸的. 

证明给定 x 与 y 满足 a <: c <^<6, 定义 [0, 1] 上的函数0如下 
= f[ty + (1 — Ox } — t < p ( y ) — (1 — t )< p (. x ). 

目标是证明0在 [0, 1] 上 非正. 因为 <4是连续的，且 〆 0) = ^(1)=0. 此外有 
D+ 0 = (.y — x ) D + cp — < p ( y ) + < p { x ) , 


因而 D +0 在 [0, 1) 上非减. 
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令 y 为0在[0, 1] 上取到最大值的点.若 y = i , 则在[0, 1] 上抑)<4(1)=0,因此假定 

y e [ o , 1 ). 國 

由于0在 y 点取到局部极大，所以有彡 0. 但 D +0 非减，因而在[0, y ]± D + si < 

0. 相应地，0在[0, y ] 上非增，因此 〆 y )<9&(0) = 0. 故而0在 [0, 1] 上的最大值非正，且在 
[0, 1] 上 K 0. ■ 

19. 系令史在(〜 &) 的每一点上有二阶导数，那么史在^, 6) 上凸当且仅当对每个 xe 
( a , b ) , fix ) ^0. 

令 f 为 （ a , 6) 上的凸函数，且6)，那么，若通过〈工。， p (. r 。）〉 的直线 y = 
m ( x - x 0 ), + p ( z 。） 总是落在 f 的图像下方，即若. 

<p(X) ^7W(X —X 0 ) +f(x 0 )- 

则称它为？>在^点的支撑线.根据引理16,这样一条直线是支撑直线当且仅当它的斜率落 
在点 A 的左导数与右导数之间.因此，特别地，在每一点至少存在一条支撑宣线.有了这个 
概念，即能给出以下命题的一个简短 证明： 

20. 命题(詹森不等式） 令史为 （一的凸函数且/为[0, 1] 上的可积函数，那么 
证明令 a = J / ⑴出，且令 y = m ( x - a ) + < p ( a ) 为 a 点的支撑线的方程，那么 

- a) + ? ( a ). 

上式两边关于 f 积分即得到命题. ■ 

这个不等式有值得一提的几何解释.由于点 A ^ + d — A )^ 是质量 A 与 1— A 在点:^与& 

的形心，可以说一个函数是凸的若它在两点形心的值小于它在这两点的加权平均.詹森不等式就 

是这个事实的推广 :若定 义直线上的质量分布#为 〆 a ，&] = m {« </⑴ <6}，则 j / Wdi 是该 

质量的形心而 J?>(/(<))df = I〆 ：!：)如是 p 的加权平均. 

詹森不等式的一个重要应用就是取凸函数炉为 exp ， 其定义为 e xp;c = e ' 此时的詹森不_ 
等式就成为算术平均与几何平均之间不等式的一个 推广： 

21. 系令/为[0， 1] 上的可积函数，那么 

jexp ( f (0) dt ^ exp [ J /( t ) di ], 

下面给出两个进一步的定义以结束本节.一个函教$是严格凸的若 
f(.Xx + (1 — A)y) < Ap(x) 4 - (1 — A)〆)） 

对于所有 x , ye (a, b) 和所有 AG (0, 1) 成立. 

—个函数 p 是凹的指的是 一 p 是凸的.线性函数是惟一既凸又凹的函数. 

若 J 是任意区间，开、闭或半开，那么 p 在 J 上是凸的若 p 在 J 上连续且在广内部是凸 
的.习题 23 c 给出了关于这样函数的一个重要性质. . 
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圈 

23. a . 令史为有限区间 [ a , 6) 上的凸函数，那么有下界 • 

b . 证明若 p 在 U , 6) 上是凸的，那么当 a : 从 ( a , 6) 内趋于 a (或 6) 时， pU ) 有一个极限 
(可能无限).若 a (或《是有限的，则这个极限在 a (或 6) 可能是但不可能是一〜. 

c . 令^;为区间 J (开、闭、半开)上的连续函数，且在 J 的内部凸，那么 

cpitx + (1 — t ) y ) ^ t ( pix ) + (1 — t )< p (. y ) 

对于所有& 3^1和所有*6[0, 1] 成立. 

24. 证明系 19. 

25. a . 假定 b >0, 那么函数 〆 t ) = ( a +6 ty 对于在 [0, oo ) 上凸，且对于0< 

/<1 凹. 

b. 证明对于/ >>1 严格凸，而对于 0</»<1 严格凹. 

_ 26.系21中的等式何时成立？ 

27. 令是和为1的非负数列，且<&>为正数列，那么 

< h 

ii=l «=1 

28. 令 g 为 [0,1] 上的非负可测函数，那么只要 jlog(〆* 玲山有定义，就有 log|^(«)di > 
画 Jlog(g(«))d«. 
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6.1 1/空间 

本章研究某些实变函数空间.令/ ■为 正实数.定义在区间[0，1]上的可测函数/若满足 _[ l / r < 

00 ,则称它属于!/=!/ [ op ] 空间.根据该定义， L 1 恰好由全体定义在 [0,1] 上的勒贝格可积函数组 
成.由于 | /+g| 〃 <2*(|/|H-kl ◦，可见两个 1/ 空间中的函数和仍然属于 1/ 空间.由于只 
要/属于 P 空间， a / 就属于 P 空间•因此只要/与发属于 P 空间，就有„/+竑属于空间. 
通常称具有以下性质的实值函数空间 X 为线 性空间 （或向量空间） ： 对于每对属于 X 的 / 和 g 与 
每对常数 a 和;8,都有 V +衡属于 X •因此1/空间是线性空间. 

对于函数/属于定义 

11/11 = 11/11,= [[ 丨"广. 

可见 II / II =0当且仅当/=0 a . e .. 若 a 是一个常数，那么 || «/ || = U | || / |! . 在下一节我 
们将导出两个不等式，第一个不等式叙述的是当 P >1, II f+g II <11 /II + ] t # II ,这个性质 
被称为次加性.今后， 如果没 有特别说明，我们将假定/>彡1.将线性空间的每个元素/赋予一 
个非负实数 11/11 使得 U/II = l « NI / ll ， ll /+ gll < ll/ll + \\ g \\, 且 11/1 卜0«/=0后， 
所得到的空间称为赋范线性空间.遗憾的是，1/空间的范数不满足这最后一条要求，原因是， 
对于11/11 =0只能得出/=0 a . e *. 然而，几乎处处相等的函数可视作等价的；因而，若对于等 
价函数不加区分，那么 P 空间就是赋范线性空间 e . 

' 为方便起见，将[0，1]上的有界可测函数全体(或除去一个可能测度为零的子集外的有界 
可测函数)记为同样将等价的函数视为相同.那么是一个线性空间，且若定义范数 
11/11 = || / II =o = ess sup I fit ) I ,. 

其中 ess sup /( O 是 sup 当 g 遍历所有几乎处处等于 / 的函数的下确界，则 L ~ 成为一个赋 

范线性空间•因此 

ess sup fit ) = > M} = 0}. 

1 . 证明 II f+g IU < II / ll ~+ II 尽 iu . 

2. 令/为 [0, 1] 上的有界可测函数， 那么^ ||/|| P =||/IU. 

3 . 证明 || f+g || ,< II / Hi + || 泰 

4 . 若 /6 L 1 且 则 - 

}i yk i < ii/i - \\ gU . 


© 若拘泥于数学的逻辑严谨性，则应该称的元素为等价的函数类而非函数(参见习题 10. 10). 
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6.2 闵可夫斯基不等式与 赫尔德 不等式 

本节的目标是在 P 空间建立几个与范数 II II ,有关的不等式.首先是当时范数 
的次加性. 、 

1. 闵可夫斯基不等式若/和 g 属于 l < p < oo , 那么 /+ g 也属于且 

II /+£： IU ^ II / IU + II g IU - 

若1</)<00，则等式成立仅当存在非负常数《和存满足沒 / = ag . 

证明/ > = ° o 的情形是基本的(习题1)，当11/ 11=0或 II g II =0时的情形也是如此.因此 
假定 且 II /II = a ^0, \\ g \\ =^0,那么存在函数 / 0 与 g 0 使得 | / | = a /。 ， I 君 I = 

你 0 且 II /。II = II 办 II =1. 设 A = a /( a + 芦).那么 ( l _ A )= W ( a +/?)， 且有 
I fix) +g(.xy I* < (| f(x) | + | g(x) I)* =lafo(x) + 兔。（工)？ 

^(a + ^VLXfoix) + (l-A)goU)? 

<( a +^ ylifAxy + a - x ) g 0 ( x^j 

最后一个不等式用到当 函数炉 (《)=夕在[0, oo ) 上的凸性(参见习题 5. 25). 

若1</><°°，这个不等式是严格的除非 / oOc ) = gD (： c ) 且 sgn /(: c ) = sgn g (: r ). 对此不等 
式的两边积分得到 

"1/ 十茗 'IK <«+ 爽 tA II /。 IK +(1 — A ) IU 。 II ，] 

<(a+y9) P = (ll/ll + |M V. 

取/ > 次根得到 

11/ + ^ II <11/11 + Ikll. 

若 1< P <°°， 该不等式是严格的除非 / o=^o a . e . 且 sgn/=sgn g a . e . • 但这又意味着不等式 
是严格的，除非矽= 岵. ■ 

注意当0</><1时函数 〆 《)=，在[0, oo ) 上是凹的.因此对上述证明加以修改，自然就 
给出下面的不 等式： 

2. 0< p<l 的闵可夫斯基不等式令/和 g 是属于1^(0</><1)的两个非负函数，那么 

\\f + g \\ > II / II .+ Ik || . 

接着要建立一个微分形式的闵可夫斯基不等式，从下面的引理开始. 

3. 引理令那么对于非负的 a ， 6和 f , 有 

(,a + tbY ^ a p + ptba ^. 

证明设 

tp ( t ) = (a + tb) p — a p — ptba ^. 

那么 〆 0)=0, 且对于/ >彡1 与 a , 6, t >0 

f ( t ) = pbLia + tb )^ 1 - d ^3>0 

因此 〆 i ) 递增进而当 i >0 非负. ■ 

4. 赫尔德不等式若/>和 g 是非负扩充实数使得 
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且若/€!/与那么 / gGL 1 且 

\\fe\< ll/IL- Ik II,. 

等式成立当且仅当对于某两个不全为零的常数 a 和/3,有《丨/ | g | 5 a . e .. 

证明 P = l , 情形的证明很简单，留给读者.因此假定 l<P<°o 而相应地 l<g<°°. 

若需要，可以用I / I和 I g I来代替/与 g， 这里仅需考虑/>0与的情形.设 
h { x ) = gU )^ = g ( x)" /f , 

由于？ 一 l = g //). 也有 

g ( x ) = ⑹广 1 = h ( xy , ". 

那么 

ptf(x)gix) = ptfU'fhU )^ 1 < (Hx) +tfU)Y -hUY. 

因此 

= ii/L+t/r- n^ir 國 

且 

pt \ fg < (IU II + t \\ f \\ y - IU p . 

两边对 i 微分后令£=0,得到 

^< pii/ii uir = /> ii/ii ikii . 

该等式成立的条件可由闵可夫斯基不等式中等号成立的条件得到. ■ 

■ 

5. a. 对于0<多<1证明闵可夫斯基不等式. 

b. 证明甚至对于0<力<1也有以下 结论: 若/€!/与 ' 则 /+g€IA [提 示： ||/+g|| # < 

2^( II / II f +11^110.] 

6 . 对于 0</»<1 陈述和证明赫尔德不等式. ' 

7. a. 对于1</)<°0,用 P 表示所有满足& |?卞<~的序列<&>二 1 空间.证明关于序列的 

v=l 

闵可夫斯基不 等式： 

II <f» + 7„) 11^ < II <f» 〉 ll f + II 〈 7» 〉 IU. 

这里有 

(II < fv > IL )^ = S 1匕|， 

v=l 

与 

II ( rj v ) ||= = sup I I. 



b . 证明若与满足 
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则 

E I ^ 1< II <?»> Ha - II <7»> II ,- 

_ 这就是关于序列的赫尔德不等式. 

8. a . 令 a , 6非负， 1</»< oo , l / p + l / q = l . 证明杨氏不等式' 

P 9 

[可以用几个概念上不同的方法来证明该不等式 .] - 

b . 用杨氏不等式给出赫尔德不等式的一个不同于本书中的证明. 

c . 证明当0</»<1时杨氏不等式的不等号反向. 

■ d . 对于0</»<1证明赫尔德不等式. - 

6.3 收敛性与完备性 

将实数序列的收敛概念推广，即可以得到赋范线性 g 间的序列收敛概念. 

定义 我们称一个赋范线性空间的序列〈乂〉收敛 于士空 间的一个元素/:若给定 e >0, 存 
在 N , 使得对于所有 n > N 有 || /-/„ || < e . 若/„收敛于/，可写为 /=Um /„或 f „— f 、 

另一种阐述/„到/的收敛性的方式是指明||/„一/||—0时/„— /. 在 P 空间的收敛，1< 
岁 < oo , 常常指的是 p 阶平均收敛.因此一个函数序列〈人〉称为/»阶平均收敛于/，若每个/„ 
属于1/且 || /-/„ || 0. 而在1/°的收敛几乎是一致收敛(习遽 10). 

由于所讨论的总是由函数构成的线性空间 X ，所以必须仔细区分函数序列在 X 中的收敛 
概念与其在每一个点收敛的概念.我们将后一种情形称为点态收敛，且称〈/„>点态收敛于/若 
对每个 z 有 fix ) =\ imfAx ). 若存在一个零测度集£使得对每个 x 属于£有 / U ) = lim /„( x ), 
那么就说/„几乎处处收敛于 /. . 

_ 正如同实数序列的情形，赋范线性空间的一个序列</„>称为柯西 序到： 若给定 e >0, 存在 N 

使得对所有 n ^ N 和所有有 || /„ — /„|| < e . 很容易证明每个收敛序列都是一个柯西序列. 

定义 赋范线性空间称为完 备的， 若其每个柯西序列收敛， 即 若对于该空间的每个柯西序 
列 〈/„> 存在该空间的一个元素 / 使得一个完备的赋范线杜空间称为 巴拿赫空间. 

赋范线性空间的级数〈/„>称为可和的且和为心若 s 属于该空间且该级数的部分和序列收 
敛于 W 即 

II 广自， h 。. 

在此情形下，写为5 = ；£/,•. 若级数〈/„>满足免 || /: I < oo 则称它为绝对可和的. 

1=1 »=1 

对一个实数级数而言绝对可和意指该级数可和.但对元素取自賦范线性空间的级数来说这 
个关系一般不成立，以下命题表明若该空间是完备的则这个蕴涵关系成立. 

5. 命题一个赋范线性空间 X 是完备的当且仅当每个绝对可和级数都是可和的. 

证明=>：令 X 为完备的，〈/„>为绝对可和序列.由于 S ||/„|| = M < oo , 对每个 e >0, 
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存在 N 使得& ||/„ || < e . 令 s „ = 为级数〈/„>的部分和序列，那么对于有 

b=N i -1 

IU-UI = ||1：/，||< Sll /. ll < I ： II /，• II < e . 

i=m i=N 

因此部分和序列〈心〉是一个柯西序列，并因 X 是完备的它必须收敛于 X 的一个元素 s . 

<^：令</„>为 X 的一个柯西 序列. 对每个整数6存在一个整数 n *, 使得 ||/„ — /„ || <2_ 4 
对所有大于 《* 的》和 m 成立.我们可以选取 U } 使得叫 +1 >«*，那么就是</„>的一个 
子序列，且若设&=/„,,且当是>1,设办：八-/^,那么可以得到一个序列〈发*>它的是_ 
重部分和是 / q . 但若々>1，则有 II A II <2-* +1 ，因此 

Sllft II ^ || g , || + E 2- <+1 = ti g , II +1. 

所以级数绝对可和，因而根据假设存在 X 的一个元素/使得该级数的部分和收敛于它. 

因此子序列 〈 人〉收敛到 /. 

接着证明由于〈/„>是一个柯西序列，给定£〉0,存在一个 JV 使得对所有大于 
W 的《与 m , 有 || i ： < e /2 .由 于八 — /，存在一个使得对所有是有|| /„ t 一 / || < 

e /2. 如果取6充分大使得且 n 4 > N , 那么 

ll/ n -/ll < II fn - fn , II ♦ ；|| 4 '/ I ! < f + f = £■ 

因此对所有有 IU _/ ll < e ， 因而石 —/. ■ 

6 .定理（里斯-菲舍尔）1/空间是完备的. 

证明由于夕=«=的情形是初等的，我们将它留给读者.假定1<户 < oo , 根据先前的命题 
仅需证明每个在1/绝对可和的级数在可和于其中的某 t 元素. 

令</„>为中满足 f ] ll/J = M<oo .的序列，定义 函数& 为^_ ( 工）= | ftU) I . 

n=l 

根据闵可夫斯基不等式，有 

II ^ II < I ； II /* II < M . 

k = \ 

因此 

对于每个: C , <& (: E )> 是一个递增的（扩充）实数序列，因此必须收敛于某个（扩充）实数 
g(x). 如此定义的函数发是可测的，且由于旦„彡0,根据法图引理有 

_ JV < M # 國 

因此 〆 是可积的，而且对几乎所有的工， g ( x ) 是有限的. 

对于每个使 gU ) 有限的: c , 级数;是绝对可和的实数序列，因而必须可和于某个实 
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数 Kd . 若对于那些使 gU ) = oo 的工设 su ) = 0,那么就定义了函数 5 它几乎处处是部分和 
s „ =2/* 的极限.因此 s 是可测的.由于 I s „( x ) 因此有 U ( X ) |< g ( x ). 因而5属于 

k = 1 

U 且有 

I i „( x ) — s ( x ) \ p < 2 p lg ( x ) y . 

由于 V〆 是可积的，因此对几乎所有 X ， | 5„( x )- sU ) K 收敛于0,根据勒贝格收敛定理有 

丁 U„-S 卜0 

因此 Ik — sp — 0,这就得到了 || i ||—0. 相应地，级数</„>在1/有和 l ■ 

MB 

9. 证明每个收敛序列都是柯西序列. 

10. 令 a > 为1~中的函数序列.证明〈/„>在中收敛于/当且仅当存在一个零测度集£使得 
/■在宏 上一致收敛于 /. 

11. 证明是完备的. 

12. 证明 P 是完备的. （ l </»< oo )( 见习题 7). 

13. 设 C = C [0, 1] 为[0, 1] 上的所有连续函数空间，且定义 || / II =max | /( x ) | . 证明 C 是 
一个巴拿赫空间. 

14. 用 r 表示所有有界实数序列空间，且定义 ||〈匕 |0 U = SUP I 乞丨.证明严是一个巴拿赫 
空间. 

15. 证明所有收敛的实数序列空间 C 和所有收敛到零的实数序列空间 c 。 是巴拿赫空间（具有广 
范数). 

16. 令〈/„>为 P 中的函数 序列， 1</>< oo , 其几乎处处收敛于1/的函数 /. 证明/„在1/中 
收敛于/当且仅当 II / n II — II / II .( 若 P = l 这正是习题 4. 14 b .) 

17. 令</„>为1/中的函数序列，1< p <^, 其几乎处处收敛于1/的函数/，且假定存在一个:: 
常数 M 使得对所有的 n 有 || /„ || < M . 那么对 P 中的每个函数 g 有 

\fg = 

当/>=1时，该结果成立吗？ f 

18. 令欠 —/ 在 P 意义下成立，1<多0>，且令〈&>为可测函数序列，并满足对所有的 

I g „ I <M 和 g„^g a . e •.那 么在；/中， g n f „-^ gf . 

6.4 1/空间中 的逼近 

本节来建立李特尔伍德第二原理的版本，它说的是每个1/中的函数/, 1<多<00“几乎”： 
是一个阶梯函数且“几乎”是一个连续 函数： 即给定/与 e >0, 存在一个阶梯函数 f ) 与一个连续 
函数 0 使得 II /—f IU<e 和 II /— 

若厶={&， …， 是[0, 1] 上的一个分划，则定义阶梯函数科 
在该分划的每个区间[各， hi ) 为常数， 且此常数等于/在该区间的平均值.我们将证明当厶 
的最大子区间的长度5趋于零时，||/—灼 II —0. 在几何应用中用这种特殊方式所生成的阶梯 ： 
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函数来逼近/非常有用. 

先从以下一些初等结论开始. 

7. 引理给定 /6 IA l</«<oo 与 £ >0,则存在一个有界可测函数 / M 使得丨 / M 丨 <M 
且 II f~fu II <£• 

证明令 

rN N < /(x) 
fM = j/(x) -N</(x) 

[~N /(x)<-N. 

那么 l/ N i < N ， 且 〈/ w > 几乎处处收敛于/，因而 I f ~ f N 卜― 0 几乎处处成立.由于 

I f~f N t ? <i/h 

以及 I / M 可积，当]时，所以有 

li f—fu IK = J I / —/n l # -► o , 

因此 II /-/ N II —0, 且存在 M 使得 II f-fu II < e . 醒 

8 . 命题给定 / ei /，1</)< oo 且 e >0, 则存在一个阶梯函数史和一个连续函数必使得 

II f~<p 且 II f — ip \\ P <£. 

证明根据引理7,可以选择一个有界函数 / M 满足 ||/—/ M || < e /2. 根据命题 3. 22,可 
以找到一个阶梯函数 P 使得 


那么 


在测度小于 S 的集合£外成立，这里 


s= (& r . 


II fM — <p\\ P = j o \ fM~~<p\ P 


M p e p 
' 權， 


因此 ll / M-pll < e /2, 所以根据阂可夫斯基不等式，有 

II f—f\\ < II /-/m II + II / M — f II < e 

0 的存在性可从每个阶梯函数 p 都可以被一个连续函数在中逼近这一事实得到. ■ 

定义令 4 = { f 。， ft , …， $„} 为有限区间1>, 6] 的一个分划，/为 [ a , 6] 上的可积函数, 
那么如下定义的 [ a , 6] 上的函数％ 


灼 （ x ) = 



画 


称为/的平均意义下的4逼近. 


國 
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9.命题令 /6 I /， 那么/的4逼近％在1/中收敛于/，即当 A 的最长子区间长度5•趋 
于0时， || /— 灼 || — 0_ 

证明对于任意△和任意 / ei / 用乃(/)来表示/的 A 逼近，那么 T , 是一个从1/到某 
个阶梯函数空间的映射.该阶梯函数空间是由那些不连续点为4的分点的阶梯函数构成.容易 
ffi 明 

T^(f+g)= T.(/) + T,(^) 

T a (a/)= aT^f) 

且 

\\T.W-\\p< II / II ,. 

根据命题8,给定 e >0, 存在一个阶梯函数 f 使得 II/— f ||,< e /3. 丁^一与史仅在那些 
包含 9 不连续点的4的子区间处不同.令 p 有^个不连续点， M=max | 9 U ) I ,那么 
|| <p-Tim) ||J =J I cp-T( f ) K < dl( 2 My, 


因而 


\\<p-T^<p \\ t ^2M(diy /p , 


其中 5 是厶的最长子区间的长度.根据闵可夫斯基不等式只要有+就有 


II f—T L f || < II /—p II + II <p—T A <p\\ + || T^(<p — f) || 

< 2 || /—9II + II <p—T L <p II 

<-|e + 2 M (5 Z ) 1/? 

< e. 

|129| 10 •系当 hO 时 / 的△逼近％依測度收敛于 /. 

19. 证明 II 7^1 < || / II , • 

20. 证明系 10. 

6.5 1/ 空间上的有界线性泛函 


定义赋范线性空间 X 上的线性泛函为从空间 X 到实数集的一个映射该映射满足 
F («/+^) = a F (/)+/3 F ( g ). 若存在常数 M 使得对于 X 中所有的/有 I F (/) I || / || , 

就说线性泛函是有界的，并称使得该不等式成立的最小常数 M 为 f 的范数.因此' 
llF|| = sup I ^， 

这里上确界对 X 中所有的非零元素/取. . 

若 g 是"中的一个函数，那么可以用以下方式定义1/上的一个有界线性泛函 F 
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FCf) = \fg. 

显然泛函 F 是线性的，且赫尔德不等式表明 II F || <|| g 事实上，确有 || F || = || g ||,.为 
此，对于的情形，设 0 ' 

f = \g K^sgn g. 

那么丨 /K= 丨互1 4 =尨因此/属于 P 且|〖肩产 （IUIU)*" •但是 

F (/)= j /^ = | \ g \" 

= .(lldl，= IMUI/IL, 

因而 II F || 至少与 || g II, —样大.下面将该结果作为一个命题来叙述；/> = 1与 p = ~ 的情形留 
给读者(见习题 21). 

11. 命题 L " 中的每个函数 g 用以下方式定义了 1/上的一个有界线性泛函 F : 
FCf)=\fg, 


则有 II F || = ||^||,. 

本节的目标就是证明对于 1< P <~ 该命题的逆成立，即可以用这种方式得到1/上的每个 
有界线性泛函.我们将发现首先建立以下引理是有用的. 

12. 引理令 g 为 [0, 1] 上的一个可积函数，且假定存在一个常数 M 使得对所有有界可 


测函数/有 




那么 g 属于 L % 且 

证明首先假定用以下方式定义一个有界可测函数序列 
fg ( x ) 若 | g ( x ) |< n 


gn (x) 


若 I gix ) I > n . 


且令. 

fn =\ gn \ q/P Sgll g n . 

现在 II/ n ll P = ( II 心 11 9 ) 9//> ，且 I 心 •心 =/” •容.因此 

(II II, )' = |/ng <M|| f n \\ p = M( || g n \\ q ) q/P . 

由于 q — q / p^lj 

\\ gnl<M 

且 

I I g , \ q ^ M \ 

由于 I g „ I s 几乎处处收敛于 I g 1%根据法图引理有 


0 对任意实数: c 定义当工>0， sgn：r=l，sgn 0=0, •当 x<0，sgn x=—\. 
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| U < limj | g , 卜<虓 

國因此且 llg ||,< M . 

对于多=1的情形，令 E = U : | gix ) I ^ M + e }, 且设 /=( sgn 尽 ） Z £ ， 那么 ll/IL = 

肌 E ， 且 

MmE=M\\f \\ 1 ^ ^fg^(M+e)mE. 

所以 m £=0, 且 ■ 

对于 1<^< oo , 现在能够给出 1/ 上的有界线性泛函的 刻画： 

13.里斯表示定理令 f 为1/上的一个有界线性泛函，1</=<00，那么存在一个属于 L 9 
的函数 g 使得 

Fdf )=\ fg , 

而且 || Ftt = II g II,. 


國 


证明令（为区间 [0, s] 的特征函数，可通过观察 F 在的表现来研究 F. 对于每个 s 
Fa,) 的值都是一个实数少 (s), 这就定义了[0, 1] 上的一个 函数黾 下面证明伞绝对连续.令 
{( 5 ,-, /•)} 为 [0, 1] 上任意不重叠的子区间所构成的有限集簇，其全长小于 《J, 那么 

= H /), 

其中 ' 


/ = 2 (.Xs, — Xs t )sgn($(/.) — $(5,)). 

由于 （ ll/L)><A 即有 


< IIF.II 11/11, 

< II 尸 Ilf. 


这表明若取占=4/|| FP， 则$在全长为 《J 的任意有限不相交区间集簇的全变差小于 e. 


因此$绝对连续. 

根据定理 5. 14存在[0, 1] 上的可积函数★使得 

$( 5 > = | gi 

因此 

FOCs ) = |。 g •心. 


由于[0, 1] 上每个阶梯函数都是(除有限个点外）: Sc ,. %的一种线性组合，那么对于每个阶梯函 
数0，根据 F 和积分的线性，必有 

F( 0 ) = | g^j 

令/为[0, 1] 上的任意有界可测_数，根据命题 3. 22,存在一卜几乎处处收敛于/的有 
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界阶梯函数序列 〈办〉 . 由于序列< | /_办 I 0—致有界且几乎处处收敛于0,有界收敛定理表 
明 II II ,^0. 因为 F 有界且 

|F(/)-F(^„)|= |></- 0 | 

< IIFII II|| # , 


所以必有 


F(/) = lim F(^). 

由于 g 也总是小于 lg | 乘以序列 〈办〉 的一致界，根据勒贝格收敛定理有 


J/g = lim J 抓 


因此，对每个有界可测函数/一定有 


\fg = F(f) 


® I F(/) I < l|F|| ||/t， 因而有 g 属于 P 且根据引理 12， ||g||,< ||F||. 

这样一来仅需证明对于每个 / 属于 P 有 F(/)=J/g. 令 / 为 1/ 内的任意一个函数,那么根 
据命题8,对每个 e > 0存在一个阶梯函数0使得 || f ~, p \\ p < e . 由于0有界，有 
•F ( 必 ) = J 艇 . 

因此 

| F ( f ) _ {众 | = | F(/) — F(^) 

<|F(/-^) 1+|_[(火-/)旦| 

< II F || II/— 必 ||#+ II 旦 || 9 II/ —4II# 

<(l|F|| + lkll,)e. 

因为 e 是任意的数，所以必有 

F(/) = \ fg . 

等式由 IIFII = || g II, 即由命题 11 得到. ■ 

. 在习题部分要求读者对"， 1<夕<0=， c 和 c。 上的有界线性泛函给出类似的表示，在定理 
13.23 中给出了 C 上有界线性泛函的表示.遗憾的是， L~( 与广）上的有界线性泛函不存在类 
似的表示. 


21. a . 令 g 为 [0, 1] 上的可积函数.证明存在一个有界可测函数/使得 || /||尹0且 

\fg^ life* II /IU- 

b . 今 g 为有界可测 函数. 证明对每个 e >0 存在一个可积函数/使得 
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\fg>iWg\U~t) 11 / 11 ,. 

■[134] [提 示： /可取为适当的特征函数4: ; 

22. 找到，上有界线性泛函的表示，这里 

23. 找到 c 和 c 。 上有界线性泛函的表示.（注 意： 这些表示是不同的 .） 

_ 2 4 .证明定理13所给出的 L 5 中元素 g 是惟 一的. 
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7.1 引言 


实数系具有两类性质.第一类是代数性质，处理加法、乘法，等等.第二类是与两个数之 
间的距离以及极限有关的性质.后者称为拓扑或度量性质，本章的目标是在定义了距离概念的 
一般空间中研究这后一种性质.定义 如下： 

定义一个度量空间〈 X ， p 就是一个非空元素的集合 X ( 称为点）与定义在 XXX 上的实 
值函数 (0, 使得对于所有属于 • X ■的 x ，： y 与 z : 

i . pix , y )^0； 

ii . p ( x , : y )=0 当且仅当 x = : y ; 

iii . p ( x , y ) = p ( y , x )\ 

fc pix , y )^： p ( x , z ) + p ( z , y ). 

函数 p 称为一个度量. 

度量空间的一个明显例子即是具有度量 (0 ( a ：， 30 = I x-y I 的实数集 R . 第二个例子是 n 
_ 维欧几里得空间 R ", 其上的点为实数的72元组:!： = <々，•••， 毛〉且 

p(x, y y ^ Lu l -y 1 r +-•.+ (工„ _ %) 2 ] 1/2 . 

对于 R ", 度量性质 ( iv ) 即为三角形的一边长度小于其余两边的长度之和.因此， （ iv ) 通常称为 
三角不等式. 

度量空间的另一个例子是上一章的赋范线性空间，其度量为 

p (. x , y ) = || x — II » 

对于该空间，三角不等式等价于 II x+y || < || x || + || y II . 

必须强调度量空间并不仅仅是点集 X ，这是因为事实上一对〈 X ，（0〉是由其点集与度量^组 
成的.例如，《元组实数集采用以下度量，也可成为一个度量空间. 

( 0 * ( x , y ) = | xi —yi |+ ….+ | x n — y „ | , 

而这个度量空间不同于 R " (若 n > l ). 通常我们感兴趣的只是给定点集的一个度量，因而在这; 
种情形下，有时用记号 X 同时既表示点集又表示度量空间〈 X , 

若有两个度量空间 p 与 〈 Y , a 〉， 则可构造出一个新的度量空间称为笛卡儿积 XX Y , 
其点集为集合 xxy={<A xex , y eY }, 度量 r 为 

riixuyi ) ,< X2 , y z )) = [, o(xi , x 2 ) 2 + a ( yi ，: y2 ) 2 ]! /2 . 

容易证明 r 满足对一个度量所要求的所有性质且 ! TXR ”= ir + ". 在第 7. 5节讨论 XX y 的其 
他度量. 

若£是度量空间〈 X , (0〉的任意非空子集，定义 E 的直径为扩充实数 supkU , y ): 工， 
3- eE }. ' 

度量空间的任意非空子集本身也是一个度量空间，若把度量限制在其上的话.例如，上一 
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章的空间 C 就是 L ~ 的子空间. 

有时将 〆X ，的条件减弱为仅当是方便的.当允许 〆 x , 30 = 0 对于某些 x 尹 : y 
成立时，则称户是一个伪度量.因此1/范数是户次幂可积的可测函数空间上的伪度量.同样， [1401 
允许 p 取+〜值有时也是方便的，这种情形称 p 为扩充度量(或扩充伪度量).伪度量和扩充度 
量的性质及例子可从习题3、8与11中找到. 

函 

•1. a . 证明在以下度量中所有 n 元实数组全体构成一个度量 空间： 

〆 （ x ，; y )= I x , — 34 |令*— +| x „ —y„ \ 
p + (x ， 3 »)= max{ | x. — y l | ，…，| x„ — |}. 

b . 对于 ? z = 2 和 ra =3 描述集合 { x : p(,x, y)<. 1} , {x ： p (x ； y)< 1}, 与 { x : p + (,x, y)< 1}. 

2. 谈到以: r 为心以々为半径的球(或球体），所指的是集合 

S z ,i = {y ： p(x,y) < 5}. 

证明若 0< e <5 — 〆 工， z )， 则 S „ t CS x , j . 

3. a . 伪 度量. 一对〈 X ， y 称为一个伪度量空间，若< 0 是伪 度量. 证明若 〆X ， W =0 是一个等 

价关系，且若： T 是在此关系下的等价类的集合，则 〆 : t ， 30 仅依赖 于工和 j 的等价类并 
且定义了 X •上的一个度量. 

b . 扩充度量.令户为集合 X 上的扩充 度量. 证明关系 〆 x , 是一个等价关系，即它 

是自反、对称与传递的. X 在此度量下的等价类 X . 有时称为扩充度量空间（ X , 0的部 
分.证明每个部分都是既开又闭. 

7.2 开集与闭集 

显而易见实数集的许多性质都适用于度量空间的集合，本节所提到的集合都是某个给定度 
量空间〈 X , y 的子集.以下的命题与定义都对应于 2.5 节中的那些命题与定义，因此要求读 
者检验那些命题的证明适用于度量空间. 

定义集合0称为开的，若对于每个: ceO , 存在皮>0使得所有满足 〆X ， ： y )<3 的 y 属于 0. _ 

1. 命题集合: X ■和0是 开的； 任意两个开集:的交集是开的 ，•任 意开集簇的并集是开的. 

定义点 x 6 X 称为集合 E 的闭包点，若对于每个尤>0存在一点; y 6 E 使得 〆 x , y )< S . 

用 E 表示£的闭包点集.显然， ECE . 

2. 命题若 ACB , 则 S 匚 S . 同时 (: ^ U ^)= AUB , 且 

( AlVB ) CARS . 

定义集合 F 称为闭的，若尹=兄 

3. 命题任意集合£的闭包 E 是闭的；即 E = S . 

4. 命题 集合0和 X 是闭的 •, 任意两个闭集的并集是 闭的； 任意闭集簇的交集是闭的. 

5 . 命题开集的补集是闭的，闭集的补集是开的. 

定义度量空间 X 称为可分的，若它有由可数个点构成的稠密子集 D , 即 D=X 
由于有理数集是 R 的可数稠密子集，易见 R 是可分的.以下命题表明林德勒夫定理对于 
某个度量空间成立当且仅当该度量空间可分. 
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6. 命题度量空间；!:是可分的当且仅当存在一个可数开集族 { Q .} 使得对于任何开集 OCX , 

o = U °- 

OjCO 

证明若 X 是可分的，令 D 为可数稠密集.至于: C 的半径为5的球，指的是集合 
S x . s = {y：p(.x,y) < 5}. 

令{0 ; }是由那些中心 x 在 D 内且谷为有理数的球 I , , 所组成的簾，那么 {0,} 是一个可数开 
集簇.若0是任何开集且; yea 则要证明对某个0,•有 yeo . co . 由于 o 是开的，因此存在 
一个球使得 S ^ CO . 将5取得更小，可以假定5是有 理数. 由于 y 是 D 的闭包点，因此 
存在点使得 〆 : r , >0< 5 / 2 .因此 

■Sj.j/z c s, fi d o. 

但中的一个集合，因而定理的“仅当”部分证明完毕. 

另一方面，假定有了可数族 {0,}. 令: C , •为 0.. 的点， D 为所有这些点 X . 的集合.易见 D 
是稠密的，令: r 为 X ■的任意点且 S 是任意中心在: c 的球，那么就必须证明 S 包含 U 的点.但 
S 是一个开集（习题6)，因而必有某个0,使得 xfO ,. 匚 S . 因此可见: ■ 
我们称 包含工 的一个球(或更一般的一个开集)是度量空间中点: c 的一个邻域. 

■ 

4. a . 证明 C 是的一个闭子集(见第6章). 

b . 证明在0<«< | •消失的所有可积函数的集合是 L 1 的一个闭子集. 

c . 证明所有满足 ><1 的可测函数: c ( t ) 组成的集合是 L 1 的一个开子集. 

5. 证明 E = f ) F 是 F 的闭子集.集合£：的内部 £°是那些且满足存在一个5>0使得 

E(ZF 

p(<y 9 2：)<次=>之€£：的点集 • _ . '••• 

a . . 证明 

r = Ua 

0CE 

b . 证明 

〜（£) = (〜 E。). 

6. a . 证明每个球都是开的. 

b . 证明集合 U : P Cx, >0<幻是闭的 •. 

c . ( b ) 中的集合是否总是球 

U<(j ：， ;y) < 5} 

的闭包？ 

7. 空间 R ", C , L ~， L 1 哪些是可分的？ 

7.3 连续函数与同胚 

从度量空间〈 X ，0到度量空间 〈 Y , W 的函数/是这么一个 规则： 它将每个 x € X 赋予惟 
一的: yGY . 我们也称/为从 X 到 Y 的映射，并将交互地使用函数和映射这两个术语.谈到从 
x 到 y 的映射/是映上的，指的是，像往常一样，对任意存在某个: cey 使得 / u )= y5 
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也就是说， Y 是/的值域，那么如同第 2. 6节，就有以下的定义和 命题： 

定义函数/称为在点 z 连续，若对于每个£>0,存在 《?>(), 使得若 〆 z , : y ><5, 则 
olf ( x ), /(>-)]<£. 若函数/在每个连续就称它为连续. 

7. 命题从度量空间 X 到度量空间 Y 的函数/是连续的当且仅当对于每个属于 Y 的开隼 
0, 集合 / h [0] 是 X 的一个开集 • 

8. 命题若/是从 X 到 Y 的连续映射，且 g 是从 Y 到 Z 的连续映射，则从 A ■到 Z 的映 
射互 •/ 也是连续映射. 

对于 X 映上 Y 的一对一的映射/，若/连续且/的逆/― 1 也是连续的，则称它为 X 与 Y 间 
的同胚.若空间 X 和 Y 之间存在一个同胚，就称它们是同胚的.拓扑学本质上研究的就是那些 
在同胚下保持不变的性质，而把这样的性质称之为拓扑的.根据命题7, X 与 Y 间的一一对应是 
一 个同胚当且仅当它将 x 的开集映到 y 的开集，并且将 y 的开集映到 x 的开集.因此一个空间 
的开子集的性质是一个拓扑性质.由于闭集是开集的补集，所以闭子集也是拓扑性质.事实上， [1441 
每个可以根据开集定义的性质都是一个拓扑性质，因此连续函数是一个拓扑性质：即若/是 X 
上的一个连续函数， 且 h : x — y 是 x 与 y 间的同胚，则 /"/ r 1 是 y 上的一个连续函数. 

然而并非所有度量空间的性质在同胚下都保持不变.例如，通常在同胚下两点距离会变 
化.而使得距离保持不变的同胚，即 

) ， , 1 ( 工2 )] = | 0(工 1，工 2 ) 

对于所有 X 中的:^和心成立，称为 X 与 Y 之间的等距同构.空间 X 和 Y 称为等距的，若它 
们之间存在一个筹距同构.从抽象的观点来看，两个等距的度量空间是非常相同的，一个等距 
同构只不过是点的重新标记.因此，自然而产生的概念是等价 度量： 同一点集 X 上的两个度 
量^和^称为等价若从〈 X ， P 到〈 X ，映上的恒同映射是一个同胚.因此两个度量等价当且 
仅当它们定义相同的开集，即一个集合在其中一个度量空间是开的，则在另一个也是开的. 

8. 证明定义在[0, 1) 上的函数 / i ( x )= x /( l — x ) 是[0, 1) 与[0,〜)之间的同胚. ■ 

9..令£是一个集合， x 是度量空间的一个点.定义 

p ( x , E ) = inf jo ( x ,>). 

a . 证明对于一个固定的 E ， 由/(工)= 〆 ^， if ) 所给出的函数/是连 续的. 

b . 证明 U : pix , E )=0}= E . 

10. a . 证明集合 X 上的两个度量等价当且仅当给定和 e >0, 存在一个5>0使得对所有 

yex 

〆 工，: y ) < d => a ( x , y ) < e 
且 

a ( x , y ) < S ^ p ( x , y ') < e . 11451 

b . 证明 《 元实数组的以下几个度量是等价的： 

. p(x,y)= [( 工1 — yi) 2 +…+ ( 工 „ — ： y n ) 2 ] 1/2 
p' (x,y)= I J：i — 1+ *•* ~hl x„— y„ I 
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p + (jo,y)= max {| x x — y 1 | , \ x„ — y„ |}. 

c . 找到一个与 n 元实数组这些度量不等价的度量. 

11- a . 证明若 p 是集合 X 的任意度量，则 ( TSp / d + P 是 X 的一个等价 度量. 证明〈 X ，<7〉是一 
个有界度量 空间； 即对所有属于 X 的; C 和; V ，<7(1， y )< l . 
b. 证明这对于伪度量和扩充度量也都成立. 

7.4 收敛性与完备性 

正如同实数的情形，我们说度量空间 Z 的序列收敛于 X 中的点 X ( 或以; T 为极限），若 
给定 e >0, 存在一个/ V 使得 x „)< e 对所有都成立.该定义也可以用几何语言重述 
为： （ A 〉 收敛于二若关于^的毎个球包含了该序列除有限项外的一切项. 

通常写 x = lim ; 或:来表示： c 是汰〉 的极限.若仅有较弱的 条件： 每个关于:：:的球 
包含该序列的无限项，则说: r 是〈0：„>的聚点.因此若对于给定的 e >0 和给定的 iV ， 存在 n>N 
使得 〆 _ r , x „)< £ , 那么 a ： 就是 <0：„>的聚点.所以若工是<^>的极限点，则 a : 是 <工„>的聚点， 
但反过来却不一定成立.下面在习题部分给出了有关聚点与极限的一些性质. 

度量空间的序列〈4>称为柯西序列，若给定£>0存在 N 使得对所有大于 N 的 n 和 m ， 有 
p ( sc „, x m )< e . 若〈 X ,〉收敛于某点 X ,那么给定6>0,可以选取足够大的 N 使得 〆 x „, x )< 
e /2 对于 n ^ N 成立.因此对所有 tz , m ^ V , 有 

fl(x„ ,x m ) < 〆 ：„ , x ) +p(.x m ,x) < e , 

因而 U „> 是一个柯西序列.反之每个柯西序列收敛对于任意度量空间不一定成立（例如通常度 
量下的有理数空间）.若一个度量空间具有每个柯西序列收敛（于该空间的某点）这样一个性质， 
则称该空间是完备的.关于实数的柯西准则仅仅表明实数空间 R 是完备的.有关完备空间的 
其他例子由在第6章讨论的巴拿赫空间给出. 

若欠是一个不完备的度量空间，它总是可被扩大而成完备.以下定理就给出这一事实的 
精确 陈述. 其证明概要由习题17与习题 10. 16给出. 

9. 定理若 〈 x , p 是一个不完备度量空间，那么可以找到一个完备度量空间 ； r ,使得 
x 可作为一个稠密子集等距嵌入它.若 a •包含于任意完备空间 y , 则 x * 等距于 x 在 y 的 
闭包. 

12. 证明度量空间序列 〈 x „> 以 x 为聚点当且仅当它有收敛到 x 的子序列 < x „ 4 >. 

13. 证明度量空间序列〈：《：„>收敛到 x 当且仅当它的每个子序列以: r 为聚点.因此若 〈 x „> 的每个 
子序列照样都有收敛到: C 的子序列，则〈：<：„>收敛于 X . 

U . 令 E 为度量空间； C 的一个集合. 若工是 £中序列的聚点，则而若它，则 E 中 
存在•一个收敛到 I 的序列. 

15. 若度量空间的柯西序列〈％〉以 x 为聚点，贝收敛到: c . 

16. 若 X 和 y 是两个度量空间，且/是从 X 到 Y 的映射，那么/在 x 连续当且仅当对于 X 中 
每个收敛到 x 的序列 <； r a > ，有 </( x n )> 收敛到 y 中的 /( z ). 
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17. a . 若 〈 x „〉 和<%〉是度量空间 X 的柯西序列，那么 〆 x „， ％)收敛 • 

b . 度量空间 X 的所有柯西序列组成之集是一个伪度量空间(参见习题3)，若 P U , < yj ) = 
liny >( x „ > y „). 

c . 若将使， =0 的元素视为相同，则这个伪度量空间成为度量空间 ； T (如同习题3)，且 
X 等距嵌人; 

d . 度量空间〈: T , 〆 〉是完备的.[提 示： 若<〜〉是叉的柯西序列，可以假定(通过取子序列） 

p (工” x „ +1 )<2-. 若 〈〈‘ dL 〉 二可表示: T 的一个柯西序列，那么序列是_ 
X 中那些可表示为：^中柯西序列极限的柯西序列 .] 

e . 用下面两节中的命题10, 11和12证明定理 9. 

18. 证明两个完备度量空间的笛卡儿积是完备的. 

7.5 一致连续性与一致性 

令/为从度量空间〈 X ， p 到度量空间 〈 y ， 的映射.若给定 e > o 存在一个^ > o , 使得对 
X 中的所有 X 和 X '，若 满足 〆 工，/)<«5有 <7(/( x )， fU ^< e , 则称/是一致连 续的. 定义 
在 [0, 1) 上的函数从工)=:<:/(1-：<:)连续但不是一致连续的，此外， A 将柯西序列 x „ = l — 1/«映 
为 y „ = n - l ， 而后者不是一个柯西序列.因此柯西序列在連续函数上的像不一定是柯西序列. 

然而，还是有以下 命题： 

10. 命题令/为从度量空间 X 到度量空间 Y 的一致连续映射.若〈^>是叉中的一个柯 
西序列，则〈/ ( x „)> 是 y 中的一个柯西序列. 

度量空间 X 与 Y 间的同胚/称为一致同胚，若/和/…都是一致连续的.根据命题10， 

如同完备性，柯西序列性质在一致同胚下保持不变.在一致同胚下保持不变的性质称为一致性 
质.除柯西序列与完备性外，还有一致连续这个一致性质.这三个性质都不是拓扑性质.这是 
因为函数 AU )= x /( l —£) 是不完备空间[0, 1) 与完备空间[0, oo ) 之间的同胚.它将柯西序列 
映入非柯西序列，而且它的逆将一致连续函数 sin 拉回到[0, 1) 上非一致连续的函数. 

点集 X 的两个度量 (0 和 a 称为一致等价，若从 < X , p 到〈 X ，<7〉的恒同映射是一致同柘._ 
若给定£>0,存在5>0使得对所有 x 和 j ，有 〆 : c ， y )< S => a ( x , >0< e 并且 <7( x ， 

〆 •!：， y )< Ce , 则 ( 0 和—致等价. 

令 < x , 〆 与 a , a 为两个度量空间，定义笛卡儿积 xxy 上的度量灼和卜如下 
pi (( x , y ) , y )')= p ( x , x ) + a ( y , y ， ) 

/) bo (< x ， 3i >,< x ， ， 3 ； / >)= maxQo ( x , x ， ) , aiy , y ')~\. 

具有以上度量之一的乘积 XXY 称为具有。（或乙）乘积度量.显而易见这些度量中的每 
—个一致等价于 xxy 上通常的乘积度量.这些度量常常比普通的乘积度量更便于使用，其定 
义使得 R " XR m 与 R m + " 等距 • 

下面给出对一致连续映射有用的延拓定理来结束本节，命题的证明留给读者. 

11. 命题令 < X , P 与 < Y，d 为度量空 间且 Y 完备，令/为从 X 的子集£:到7的一致连 
续映射，那么存在惟一的从£到£的/的延拓容，即存在惟一的从 E 到 Y 连续映射裒，使得 
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对于 x € E ， g ( x )=/( x ), 此外， g 是一致连续的. 

關 

19. 证明&和 p 是度量并且每个都一致等价于 XXY 上通常的乘积度量. 

20. 证明命题 10. 

21. 用以下步骤证明命题11: 

a . 若 f ： 的序列〈工„>收敛于点 ze £， 则 〈/ u „)> 收敛于点: ve . y (参见命题 10). 

b . ( a ) 中的点 y 仅依赖于 x 而不依赖于序列 U „〉. 因此，若定义 3< = g ( z )， 那么就定义了 
E 上的函数 g 且其为/的一个延拓. 

c . 函数 g 在 E 上一致连续. 

d . 若 h 是任意从£到 Y 的连续函数，且在£上与/ 一致，则 

_ 22. a . 证明命题 10 b 中的那些度量是一致等价的. 

b . 找到与《元实数组度量等价但与通常度量不一致等价的度量. 

c . 若 p 是任意度量空间，那么度量 ( Tsp / a + p — 致等价于户. 

23. a . 有界性是度量性质但不是一致性质(见习题 22 c ). 

b . 度量空间 X 称为全有界的，若给定 e >0 存在有限个半径为 e 的球覆盖 X ( 即其并集为 
X ). 证明全有界性是一个一致性质. 

c . 证明全有界性不是一个拓扑 性质. [考虑 [0, 1) 和 [0, oo).] 

d . 证明每个全有界的度量空间可分. 

24. 令 ( X t , 为度量空间的序列，定义它们的直积为 

这里令2为所有满足 A 6兄的序列<4>所构^的空间，且定义一个 Z 上的度量 r 

T (. x , y ) = 2 2~ k p' k ( x t , y k ), 

k=l 

其中 x = U >， 尸〈: y *> 且 〆 二内/1+作. 在 < X *， 内〉 全都为同一空间〈 X ，4的特殊情形 
下，那么所讨论的就是 X 中的序列，通常用 

X "或 X N 

来代替2兄. 

*=1 

a . 证明 r 是一个度量且2中的序列 〈: c 00 〉 收敛到：当且仅当对于每个 A , d 10 收敛 

到工 *• 

b . 证明若每个〈兄，是完备的则(2, r ) 也是完备的. 

c . 假定对于每个是空间〈 X *, 作〉 和⑺， 的〉 是同胚的，那么空间 

XX * 和 XK . 


也是同胚的. 

_ d . 将 （ C ) 推广到一致同胚的情形. 
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7.6 子空间 

若 ( X ， 0是一个度量空间且 S 是 X 的一个子集，那么若将户限制于 S ， 也就是说，如果 
取 S 两点的距离作为 X 点的距离，则 S 成为一个度量空间.当我们将 S 考虑为具有该度量的 
度量空间时，可称 S 是 X 的一个子空间.例如，有理数是 R 的一个子空间，集合.{〈 X ，0〉}是 
等距于 R 的 R 2 的子空间.空间0是1~的子空间. 

若£：是 S 的子集，则可以考虑£在5或£在 X 的 闭包； 即考虑 S 的那些£闭包的点集或 
X 的那些£闭包的点集.这些集合一般是不同的，例如，令 X 为空间 R 而 S 为区间 （0, 1), 

那么若£：是区间（0, y ], 那么£在 R 的闭包是区间 [0, y ], 而在 S 的闭包恰是区间 

(0, y ]； 即£：相对于 S 闭.因此可知集合的闭包性质正如同其闭与开的性质，全都是相对于 

包含该集合的空间的性质.无论如何，有以下关于这些概念的联系. 

12. 命题令 X 为度量空间且 S 是它的子空间，那么£相对于 S 的闭包是 E fl S ， 其中 E 
表示£：在 X 的闭包.一个集合 A 匚 S 相对于 S 闭当且仅当 A = SflF ， 其中 F 是 X 的闭集 • 

一个集合 Ad S 相对于 S 开当且仅当 A = S ("I 0, 其中0是 X 的开集. 

证明若:^是£:在 X 闭包上的点，则若它属于 S 它就是£在5闭包的点，因此£在5的 
闭包是 Efl S . 若 A 在 S 闭，那么必有点=5门万，另一方面若 F 在 X 内闭，则 Sfl F 在 S 的 
闭包是 

Sfl ( STTF ) esn ( sn ^) c$n i 7 . 

这表明 SHF 相对于 S 闭. 

若 A 相对于 S 开，则 S 〜 A 相对 S 闭且有 S 〜 A=S n F , 或 Sf ! A=Sn (〜 i 7 ) 以及 〜 F 
在 x 开.类似地，若 o 是开的，则 s n o 是 s 门（〜 o ) 在 s 的补集，其在 s 是闭的. ■ _ 

13. 命题可分度量空间的每个子空间都是可分的. 

证明令 X 是一个可分度量空间且 S 是 X 的一个子空间，那么根据命题6,存在一个 X 
的可数开集簇{ 0 ; }使得 X 的每个开集是 { CU 某些子簇的并集.根据命题 12 ,集簇 { 0 ,. n 5>是 
S 的可数开子集簇，且使得 S 的每个开子集是它子簇的并集.因此据命题6, S 是可分的. ■ 

与上面所讨论的相对性质不同，存在着一些内在的性质.例如，：《：为£的闭包点这一性质 
若在 X 的某个包含: c 和£的子空间成立，则它在 X 的任意包含 x 和£的子空间也成立.另一 
如此的性质是完备性，这是由于空间的完备性主要是根据该空间的点来定义的.然而，以下命 
题给出了完备集与闭集的关系. 

14 . 命题若度量空间； f 的子集 A 是完备的，则它是闭的.另一方面，完备度量空间的 
闭子集本身是完备的. 

議 

25. 证明命题 14. [提示：习题14很有用 .] 

26. 令0为完备度量空间 a ， #的开子集.证明对于0存在一个有界度量〃，其等价于 o _ t .的度 
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量/>，且(0, < 7 ) 是一个完备度量空间.[提 示： 对每个令 〆 工）=[ 〆 ：!：，勿]— 1 ，那 
么 （< jr ， x €0, : y =^(： t )} 是 XXR 的闭子集，并因此是 XX R 的完备 子集. 利用习题 
19和 22 c .] 


7.7 紧度量空间 

由海涅-博雷尔定理可以得到[0, 1] 区间的许多重要性质.我们引人一类度量空间，海涅- 
博雷尔定理在该空间成立，并且能够证明[0, 1] 区间的许多重要性赓在该空向也成立，这类空 
_间称为紧空间.为给出一个确切的定义，我们说度 量空间 的开集簇 U 是集合 K 的一个开覆盖 
若 K 包含在 U 中集合的并集.度量空间 X 称为紧的若 X 的每个开覆盖 U 有一个有限子覆盖， 

N 

即若存在一个有限簇{0:， o 2 ，…， o N } cu 使得 x = Ua , 度量空间的子集 k 称为紧的若 
它作为 X 的子空间是紧的.注意到命题12的最后一个陈述，这等价于说 X 的子集 K 是紧的 
若 X 的开集 K 的每个覆盖 U 有一个有限子覆盖.海涅-博雷尔定理说的是实数集的每个闭有界 
子集是紧的. 

若 U 是空间 X 的开覆盖，则它每个集合的补集组成交为空的闭集簇反之亦然.因此 
— 个空间 X 是紧的当且仅当每个交集为空集的闭集簇都有一个交集为空的有限子簇.我们说 
X 中的集簇5■具有 有限交性质若 7的任何有限子集簇有非空交. 因此 有以下 命题： 

15. 命题度量空间 X 是紧的当且仅当每个具有有限交性质的闭集簇 y 有一个非空交集. 
[0, 1] 区间的另一重要性质可推广 如下： 一 个空间 X 称为具有波尔查诺-魏尔斯特拉斯性 

质，若 X 的每个无限序列〈: c „> 至少有一个聚点，即若存在 一个； cex 使得对每个包含: C 的开集 
与每个 N 有一个 n ^ N 且: c „ 6 0. 

16. 引理 紧空间具有波尔 查诺- 魏尔斯特拉斯性质. - 

证明令〈: c ,> 为 X •中的序列，且令艮 = { x „, x „ +1 > •••}, 那么 { S „} 是一个具有有限交性 
质的闭集簇.因此存在一个: c 使得: ten 瓦.而这 个工就 是序列>的聚点/ ■ 

另一个与紧相关的性质是序列 紧性： 空间 X 称为序列紧的若 X 中的每个序列包含一 
_个收敛的子序列〈、>. 

17 . 引理 度量空间 X 具有波尔查诺-魏尔斯特拉斯性质当且仅当它是序列紧的. 

证明由于 〈 x „> 每个子序列的极限是序列 c „> 的聚点，所以序列紧性蕴涵着波尔查诺-魏尔 
斯特拉斯性质.反之，若有聚点: c , 则对于每个 A 可以找到使得半径为 1 A 的球工 
包含' 那么—工.因此一个具有波尔查诺-魏尔斯特拉斯性质的空间是序列紧的. ■ 

稍后将要证明（定理 21) —个序列紧的度量空间是紧的.因此对于度量空间而言，紧性、 
序列紧性与波尔查诺-魏尔斯特拉斯性质这三个概念是等同的.然而，当只考虑一般的拓扑空 
间时，将会证明它们是不同的概念.接着要建立有关紧度量空间的一些重要性质.必须注意， 
直到定理21，它们所依赖的只是显然较弱的序列紧性的假设. 

18. 定理令 / 为,定义在(序列）紧空间上的连续实值函数，那么 / 有界并且取到它的最大 
值与最小值. 
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证明 ， M= SU p {/( x ): xeX }， 那么（即使 M = oo ) 存在 X 的一个点列 < x n > 使得 M = 
lim / U ). 由于 X 是序列紧的，所以存在一个子序列收敛到点^叉，那么 /( Z )= lim /(: c „ t )= M , 

因此 M 是一个实数（即不 是 ㈣ 且 / U )= M . 故而 M 为/的最大值且/在 z 点取到它.用 一/ 

代替 /即可 得到定理的另一半. ■ 

度量空间 X 称为全有界的，若对于每个 e >0, 存在有限点簇{^，…， x „} 使得每个：欠 
与某个 A 的距离不超过 e . 这等价于说，对每个 e >0 空间 X 被有限个半径为 £ 的球覆盖. 

19. 引理序列紧的度量空间是全有界的. 

证明假定 X 不是全有界的，那么对于某个 e >0 就不能用有限个半径为 £ 的球覆盖； f . _ 
所以依次选取而，： c 2 ，…， a 使得对于 p ( x „, x t )> £ , 那么序列 <工„>就没有收敛子序 
列，这是由于它的任何两项距离都大于或等于 e . 因此 X 不是序列紧的，由逆否关系知引理 
得证. ■ 

若％ 是度量空间 x 的一个开覆盖，则每个: cex 都包含于某个开集 oe %， 且对于某个 
谷>0存在; c 的一个球包含在0内.以下命题表明对于一个(序列)紧的度量空间该性质一致 
成立，即一定能够找到与: t 无关的命题中所叙述的具有该性质的数 e 被称为覆盖％的勒贝 
格数.该命题的证明留给读者（习题 29). ' 

20. 命题令 U 为（序列）紧空间 X 的开覆盖，那么存在一个数 e >0, 使得对于每个 : cGX 
与每个 5< e ， 球氏,，包含在某个开集06%内. 

21. 定理(博雷尔-勒贝格）令 X 为度量空间，那么以下命题等价： 

i . X 是紧的. 

ii . X 具有波尔查诺-魏尔斯特拉斯性质. 

iii . _ x ■是序列紧的. 

证明根据引理16和17,已经证明了⑴‘令 ㈤㈡ （ iii ). 为证明 ( iii ) 令⑴，假设 X 是序 
列紧的且 U 是 X 的开覆盖.令 £ .为由命题20给出的％的勒贝格数，且取《?使得 0<5< e . 根据 
引理19, X 是全有界的，因而能找到有限个半径为5的球私 i ,,,•••， B ^ t , 它们覆盖 X . 由于每 
个球氏 ^包含于某个集合 o t e %, 所以集簇 ，…， 0„}是覆盖 X 的％的有限子簇. ■ 

下面以几个表达紧度量空间有用性质的命题来结束本节.我们首先观察到紧的概念与闭的 
概念密切相关，就如同以下命题所阐明的，紧即可看作是一种绝对形式的闭. _ 

22. 命题紧空间的闭子集是紧的.度量空间的紧子集是闭的且有界. 

证明令 X 是紧的， F 为 X 的闭子集，且％为 F 的开覆盖，那么 UU { F } 是 X 的开覆 
盖，因而一定有一个有限子覆盖(戶， CX ，…， 0 N }, 那么集合0,, 0 2 ，…， O n 覆盖 F , 并且 
U 有一个有限子覆盖. 

假定 K 是度量空间 X 的紧子集，且令 y 为 K 的闭包点，那么 / U )= P (： c ， y ) 是 K 上的一 
个连续函数且下确界为 0. 由于/在 K 上取到最小值，则存在使得 / U )= min /( x ) = 

0. 因此 〆 z ， 因而: y =^ eK . 所以 K 是闭的.为证明 K 是有界的，经观察发现在 K 
上 〆 : c 。， ： r ) 是 z 的连续函数，因而以某个数 M 为界，那么 ■ 

23. 系实数的每个紧集是闭的且有界. 
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24. 命题紧集的连续像是紧的. 

证明令/为一个将紧集 K 映上空间 Y 的连续函数.若 0 L 是 Y 的开覆盖，则取遍所有 
06 U 的集簇 /^[ O ] 是 K 的开覆盖.根据 K 的紧性， U 中存在有限个集合0, ，…， 0„使得 
/_ 1 [0,]覆盖兄由于/是映上的，所以集合0】，…，0„覆盖 Y . ■ 

25. 命题度量空间 X 是紧的当且仅当它既是完备的又是全有界的. 

证明若 X 是紧的，它自然全有界.若是 X 的柯西序列，则 〈 x „> 必须有一个聚点. 
而有聚点的柯西序列一定收敛到该聚点，因此 X 是完备的. 

假定 X 完备且全有界.为证明 X 是紧的，仅 需证明 每个无限序列<工„〉有一收敛的子序列. 
由于 X 是全有界的，我们可以用有限个半径为1的球来覆盖 X ,其中必须有一个球&包含 

的无穷多项.再用有限个半径为 | 的球覆盖 X ，我们能够找到一个球 s 2 使得包含 

〈二„>的无穷多项.依此下去，就可得到一个球的序列 < s t >, s 4 的半径为 ia ， 使得 sn—ns 
包含该序列的无穷多项.由于该序列的无限多项属于&门… ns t ， 则可以选取 屯使得 〜> 
那么〈\>就是序列 〈 x „> 的一个子序列，而且由于对于 L 1> N , 
所以它还必须是一个柯西序列.因为 X 是完备的，故而该子序列收敛 .■ 

26. 命题令/为从紧度量空间 X 到度量空间 Y 的连续映射，那么/是一致连续的. 

证明给定£>0和： cex ， 存在九>0使得 〆 工， y )<& 蕴涵 < T (/ U )，/( y ))< e /2 .令 

为球体 p ( x , 那么 {0 I: xGX } 是 X 的开覆盖，因而有一个有限子覆盖 

{£\,…， 0^}. 令 5=+ minU ai ，…， 8'}， 那么 5>0. 给定属于 X 的两个点: y 和 z 使得 
p ( y , z )< S , 点 y 必须属于某个 O ' ，因此 〆 : y ， 兩） <■!■&：,_, 〆 《， y )+ p ( y , x ,)< 
+〜 + S < S ir 所以有 a / O )，/ U ))< e /2 且。(/⑴， / U ))< e /2. 这表萌 ：(/( z )， 
/( y >)< e ， 证明了 / 在 X 上是一致连续的. ■ 

27. 令 X 为度量空间， K ； 为一个紧子集，且 F 是一个闭子集，那么 FHK = 0 当且仅当 
p(F, K)>0, 即若存在^>0使得 〆 工，对于所有 xGF 和; yeiC 成立. [考虑函数 
p(.x,F) = mlp (x, y ).] 

28. a . 令全有界的度量空向，且/: 为映上 Y 的一致连续映射，那么 Y 是全有 

界的. 

b . 若仅要求/连续该结果是否仍成立? 

29. 证明命题 20. [提 示： 

a . 仅需考虑当 X 隹 U 的情形. 设 〆 x )= sup { r: 306汕满足民,厂0},证明 ( XpOcXoo . 

b . 证明对于每个 x 和; y ， 

f >( y ) ^ f ( x ) — p (. x , y ). 
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c •证明史是叉上的连续 函数. _ 

d •若 X 是序列紧的，则 e = inf < p 是正的. 
e . 这个£满足命题的结论 .] 

30. a . 令 Z = f 不（见习题 24). 证明若每个不全有界，则 Z 全有界. 

b . 证明若每个叉 4 是紧度量空间，则它们的直积也是紧度量空间. 

7.8 贝尔范畴 

本节我们进一步深人研究完备度量空间某些方面的性质，即贝尔范畴理论.该理论的应用 
给出了在分析中非常有用的最深刻的拓扑性质.下面从贝尔经典定理开始对这一理论的探讨. 

27. 定理 (贝尔）令 X 为完备度量空间且 {CU 是； C 的可数稠密开子集簇，那么门 0„ 是稠 
密的. 

证明给定一个开集 U ， 令 x , 为 QfW 的点，令&为中心在： c , (半径 ri ) 且包含于0,门17 
的球.由于0 2 稠密，必存在一点心属于 QDS ,. 由于0 2 开，必有一小球&中心在心且包含 

于0 2 .我们可以取 S 2 的半径巧比小，也比々) 小. 那么如此递推地 

进行下去，可得到一个球的序列 < s „> 使得艮 其半径〈匕>趋于零.令 〈 t ,> 为 
这些球的中心组成的序列，那么对 h 饥>〜有；!： 1： €心与〜65 1< .因此 〆 右， ‘）< 2 〜，且 
由于0, 〈 x „> 是一个柯西序列.根据 X 的完备性，存在点: t ： 使得由于当 7 Z > N , z „ 
es N +1 , 所以有 xes N +1 c = s N [ o N . 因此: tena , Rxeu . 而 u 是任意一个开集，故 na 
在 x 稠密. ■ 

下面引人一些术语.若一个集合£满足〜 ( E ) 是稠密的，则称£是无处稠密的.这等价于 
说 E 不包含非空开集•对于一个集合£，若£是可数无处稠密集簇的并就称它为第一范畴的 
(或贫瘠的).不是第一范畴的集合称为第二范畴的(或非贫瘠的)，且第一范畴集的补集称为剩 
余的（或协贫瘠的). _ 

有了这些术语，贝尔定理可重新表 述为: 

28. 系（贝尔范畴定理）令 X 为完备度量空间，那么 X 没有第一范畴（即可数无处稠密子 
集簇的并集）的非空开子集. 

证明令£„为可数无处稠密子集簇，并且 u 是非空开集，那么 o „=〜 e „ 是; c 的稠密开子 
集，则根据贝尔定理存在点 xeu ， 而这个: c 还属于 no „. 这就意味着: c 竽 uf ；， 因而 u 不包 
含于 U £„. ■ 

贝尔定理及其系的不同寻常之处在于假设是关于一致性质 OC 的完备性）的，而结论却纯粹 
是拓扑性质的，若 X 和 Y 是同胚的且； C 没有第一范畴的非空开子集，则 Y 的任何非空开子集 • 

也非 第一范 畴集.具有这一性质的度量空间(或拓扑空间)称为 处处第二范畴 （关于它们自身). 

对于这些空间我们有本节所有命题的结论以及习题中所探讨的许多性质.除完备度量空间外， 

还将看到局部紧的豪斯多夫空间也是处处第二范畴.然而对于这些空间，许多范畴理论的结果 
可直接从局部紧性得到. 
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拓扑空间的第一范畴集的性质与完备测度空间的零测度集的性质有一些相似 之处： 这两类 
集取可数并的运算都封闭，这两类之一的任意子集也属于该类.任何满足这两个性质的集簇称 
为集合的 <7理想.第一范畴集可被认为是“小”集.若 X 是完备度量空间，则第一范畴集无 
内点. 

另一方面，[0, 1] 的第一范畴集可能有勒贝格测度1，且因此其补集是测度为零的剩 
余集. 

以下命题表述了一些有用的特征和性质.记住它们在证明与范畴理论有关的命题时会有 
[1591 帮助. 

29. 命题若0开且 F 闭，则集合 D 〜0和 F 〜无处稠密.若 F 是闭的且在完备度量 
空间是第一范畴集，则 F 无处 稠密/ 

30. 命题完备度量空间的子集是剩余的当且仅当它包含一个稠密的 G s . 因此一个完备度 
量空间的子集是第一范畴的当且仅当它包含于一个圮，其补集是稠密的. 

这后一个命题的有用之处在于，若预先知道集合£是一个则要证明 E 是剩余的仅需 
证明£是稠密的. 

31. 命题令 { F „} 为可数闭集簇满足 X = UF „, 那么 0= UF °„ 是一个剩余 开集. 若 X 是 
完备度量空间，则0是稠密的. 

证明集合 £„= F n 〜 F % 无处稠密，那么 E = Uf ； 是第一范畴集.但 X 〜 OCE , 因此0 
是剩余的.而第二个陈述可直接从命题30得到. ■ 

范畴理论在分析中的一些应用好得几乎令人难以置信.以下定理就是一个非常好的应用， 
它即是我们所知道的一 致有界性原理 .在 10.4 节与习题 10. 44 e 中给出了范畴理论的其他 
应用. 

32. 命题令; f 为完备度量空间 x 上的实值连续函数族，且假定对于每个 xex •存在一个 
数％ 1 使得对于所有 / ey ， |/(工）丨<祕^成立：那么存在一个非空开集 ocx 和常数 m 使 
得对于所有/€ J 和所有： ceO ，|/(: c )|< M 成立 • 

证明对于每个整数 m ， 令 { 工 ： I / U ) I < m }， 且设£„= 由于每个/ 

是连续的， 所以 f ^. /是 闭的，因此艮是闭的.对于每个 xex ， 存 在一个 m 使得对于所有 
/6 J , I f ' U ) | <饥；即存在一个 m 使得 xGEm •因此 

X = \J E m . 

由于 X 是完备度量空间，存在一个不是无处稠密的集合而这个是一个闭集，它必 
_ 须包含某个球0.但对毎个: ceo 有 i / u ) | <饥对于所有 / e ? 都成立. ■ 

■ 

31. a . 证明一个闭集 F 无处稠密当且仅当它不包含开集. 

b . 证明 E 无处稠密当且仅当对任意非空开集 O 存在一个球包含于0〜 £. 

32. a . 证明若£是第一范畴且 AC £, 则 A 也是第一范畴. 
b . 证明若 〈£„〉 是第一范畴集序列，则 U 艮也 是第一范畴. 
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33. a . 在 [0, 1] 上存在一个无处稠密的闭集其勒贝格测度为 1 — 1 A . 

b . 构造[0, 1] 上的一个第一范畴集，其勒贝格测度为 1. 

34 . 证明命题 29 . 

35. 证明命题 30. 

36. a . 度量空间的点 x 称为孤立的若集合 {4 是开的.证明没有孤立点的完备度量空间具有不 

可数个点. 

b . 证明[0, 1] 不可数.将该证明与系 3.4 的证明相比较. 

37. 令£是完备度量空间的一个子集. 

a . 若£稠密且 F 是包含于 E 的闭集，則 F 无处稠密. 

b . 若£：和£都是稠密的，则它们中至多有一个是 

c . [0, 1] 的有理数集不是一个 G , 集. 

d . [0, 1] 上是否存在一个实值函数，其在有理点连续而在无理点不连续？ 

38. 令 C 为[0, 1] 上的连续函数空间，设 F .= {/; (3 a ：。） 满足 0< x D < l _ l / n , 且对于所有满 
足工。<工< 1 的 X， I fix)— f(x 0 ) I <«(•£ — o :。）}. 

a . 证明 F „ 是 C 的一个闭子集. 

b . 证明尺无处稠密.[提 示： 任何 gee 可被折线函数在误差不超过 e /2 的范围内逼近， 

且史可被折线函数必在误差不超过 e /2 的范围内逼近，0右导数的绝对值处处大于 n .] 

c . 证明至少在 [0, 1] 的一点上有有限右导数的连续函数集 D 是 C 的第一范畴集. 

d . [0,1] 上存在无处可微的连续函数. m 

39. 证明在定理32的假设下存在一个稠密开集 OCX , 使得每个有邻域 L 7 致使5•在其上 
一致有界. 

40. 令 x 和 y 为度量空间，卡拉泰奥多里引人一个称为连续收敛的 概念： 对于一个从 x 到 y 
的序列</»>和一个从 X 到 y 的映射//若对每个满足的序列 〈 A 〉 .有 /(：!：) = 
lim /„ U n ), 那么说</„>在: c 连续收敛于 /. 若/„在每个:连续收敛于/，则称/„连续 
收敛于 /. 

a . 证明〈/„>在: c 连续收敛于/当且仅当，给定 E >0 存在整数 iV 和 x 的一个邻域 LT , 使得 

对于所有和所有 /6 LT , / U ))< e . [“当”部分是直接的；“仅当”部分 

可用逆否方法来证明 .] 

b . 令 2^{ lAi } U {0} 作为 [0, 1] 的子空间具有承袭自 [0, 1] 的度量.定义如下映射 g : 
xxz—y 为 

+，士) =/ „ w 

g(x ， 0)= f(x). 

证明在乘积度量下 g 在点，0>连续当且仅当〈/„>在 : c 。 连续收敛. 

c . 令〈/„>在工连续收敛于/，那么/在 x 连续. 

d . 从 x 到 y 的连续映射序列〈/„>在工连续收敛于/当且仅当，给定 e > o 存在一个整数 n 
和一个 x 的邻域17,使得对所有和所有 x ' ei /， oifnix), /( x ) Xe . 
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e. 从X到 Y 的连续映射序列</„>在X上连续收敛于/当且仅当在X的每一个紧子集上 
〈/„>一致收敛于 /. 

f. 令 x 为完备度量空间且〈/„>为从 x 到度量空间 y 的连续映射序列，使得对每个: 

/(x) = lim 对于每对 w, hGN 定义 

F m ,„ = jzG X：cr(/*(x),/,(x))<^ 对所有 
[1621 那么 F„,„ 是 X 的闭子集， X= CJf „,„. 而且， a»=CjF°„,„ 是X的稠密开子集. 

' - ' n=l n=l 

g. 令 a ■为 (/) 中定义的集合，那么对于每个： reo„, 存在 x 的一个邻域 u 和一个《,使得 
对于所有 I 和所有 

〆 /*(/)，/ 〆〆 )）<丄 

m 

因此对于所有和所有/ GL 7 也有 


h. 令 £=na， 那么£是一个稠密 g ,. 若 xe£, 则给定 e >o 存在; c 的一个邻域 u 和一个 
n , 使得对于所有和所有/ € U , aif k W ), fix ))< e . 

i. 令 X 为完备度量空间且〈/„>为从 X 到度量空间 y 的连续映射序列.假定</„>逐点地收敛 
于映射/，即对于每个 xGX, /dc) = lim/„(：(：)， 那么X内存在一个稠密的 G s , 在其上 
〈/„>连续地收敛于 /. 


41. 令(X， 0*(7, <r) 为完备度量空间且/: XX1T-+Z 为到度量空间（2, 7：) 的连续映射，它 


分别在每个变量连续，即使得 
在每个:7连续，且 
在每个连续. 


f (-, y ) s X-*Z 
fix , z 


a . 固定设 

F „,„ = |x G X ： r [/( x , y ) ，/ ( x ，3/ 0 )] < 去对所有满足 tr (: y ，： y 。）< 士的斗 

那么毎个 F m ,„ 是闭的，且 


X = 0 F m ... 

n=l 

b •令那么的稠密子集，且给定 xeo„， 则<工，加〉在 xxy 上存在 
一个邻域 u 使得 

rLf(p') ,f(.x,y a )\ < — 
m 

对于所有 IT 成立. 
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c . ^ G = nO „, 那么 G 在 X 是一个稠密的 G ,, 且对于每个 X 6 G , /在〈 X ，3；。>连续. _ 

d . 存在一个集合 E 6 XXY 是稠密的 G f ， 它使得/在每个/»€£连续 • 

e . 推广到有限个空间的乘积 XJX 2 乂… XX P . 

42. a . 令 X 和 Y 为完备度量空间，且令 GCX 与 HCIY 为稠密的那么 GXH 在 XX 7 中 

是稠密的 G ,. 

b . 令0为; fXY 中的稠密开集，那么存在一个 GCX 是稠密的 G ,， 使得对于毎个 

E z = {y e Y - Ax , y ) 6 0} 

是 Y 的稠密开子集. 

c . 令 E 为; fXY 中的稠密的那么存在一个 GCX 是稠密的 G ,, 使得对于每个 

E x = {y e Y - Ax , y ) G 0} 

是稠密的 Gj . 

d . 证明不能总取集合 G 为开的. 

43. 令〈 X ，0为完备度量空间且/: X — R 为上半连续函数，那么使得/在其上连续的点集 E 
是 X 中稠密的 G ,. 

*7.9 绝对 

上一节描述了完备度量空间 G 集的重要性，其中很容易证明它们关于自身处处是第二范 
畴的(或关于它们的闭包).本节的目的是给出有关同胚于完备度量空间 G 的那些空间的 刻画： 

存在一个给出该空间拓扑的度量，对于该度量空间是完备的，它们具有在任何度量空间的同胚 
像是 G , 的性质.为以后使用方便，下面就用拓扑空间的语言给出这些命题的结论.此处对于 
度量空间所给出的证明可直接推广到更一般的情形(参见习题 8. 31). 

我们从关于完备度量空间 G , 的命题开始. ". 

33. 命题令〈 X ， p 为完备度量空间且 ECX 是一个 q ,， 那么存在一个 E 的度量 ff ，: 仓等 - 

价于£上的度量…且使得 ( E ，<7) 是完备度量 空间. _ 

证明令 £= jQo „， 其中 o „ 为开.令<7„为0„的度量其界为1，并在 o „ 上等价于卜使得 
(0„, ^是完备的(参见习题 26) .设 

a = Y , Z ~" a n . 

那么 <;是£上等价于 P 的度量 • 

令<々>为 的柯西序列.那么由于 2 V >< r „, 对于％, < x *> 必须为柯西序列.因此在 
(0„，内〈4>收敛于点; y „€0„. 由于〜和^在 a 上等价，在 ( X ，^) 内因为在度量 
空间内序列的极限惟一，所以对于所有的 m ， n ， 有 乂二％， 并称这个共同值为那么在 X 
内， x „-* y . 由于 ; y =; y „60„ ， ： y 6 E = f |0„. p 和 u 的等价性表明 〈 x *> 在(£， a ) 内收敛于: y ， 因 
而(£， <;) 是完备的. ■ 

34. 命题 令£为拓扑空间 X 的子集， 且 /: £— Y 是一个到完备度量空间 （ Y ， d 的连续 
映射，那么/可以延拓成一个定义在包含 E 的 G , 集合 E •上的连续函数/ •: E '^- Y . 
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证明令 0„ = {xeX: 3—个 x 的邻域 L7 使得[/门£/0且/[1/门£]的直径小于 l/ w }， 
那么0„是开的且 £C0„. 令 F=na. 那么 E •是一个 G* 且 

^ x 6 E * , 那么对于每个 n 存在 x 的邻域 L 7, 满足17门£^0且 diam / DEHU ] 小于 1 /a 
选取 x „€ t /， 那么序列〈％〉具有对于々，1»«有 〆 /( 办）， /( x ,))< i / n 这一性质：因此 
〈/ u *)〉 是柯西序列因而收敛到点 jey . 定义 roc ) 为 y ， 易见 r a ) 的值与序列 〈: c t > 的选取 
无关.因此对 _r (： t )=/( x ), 且 厂是连 续的. ■ 

35. 命题令£为豪斯多夫拓扑空间的稠密子集，且假定£同胚于完备度量空间 （Y, ff ). 
那么£是一个 G,. 

证明令/: •E-Y 为同胚映射且令尽=厂\ 令广 为命题34所给出的/到£•的延拓. 
那么 g。/: E-+X 是一个£上的恒同映射和 id E . 由于£在X稠密， E* CE, 因而 g。/ •和 
id £ - 为从£•到X的连续映射，且在 £：• 的稠密子集£上 一致. 因此 g 。厂 =id £ - (对于X为度量 
空间参见习题44,而；:为豪斯多夫空间参见习题 30). 

因此 

/。 （ id E . )=/ 。 （ g 。 /*) = (/ 。 g ) 。 /* . 

= id y 。 /• = /*. 

所以£_ =/* 的值域 C/ 的值域 =E, 因而 £*=£. ■ 

以下的系是命题33的逆命题. 

36. 系令 f ： 为度量空间 X 的子集，且假定£同胚于完备度量空间 y , 那么£：是一个 G ,. 
证明根据命题35,集合£：是一个相对于度量空间 E 的 G 5 , 但 E 是度量空间的闭子集， 

因此它在 x 内是一个 g ,. 令 E=n [/„为叉内开集，且 £=n(o„nE) 满足 cmE 在£内为开 
集，那么£=门（0„门(7„)，因而 E 是一个 G,. ■ 

■ 

44. 证明在命题33的证明中所给出定义的函数《；是一个度量且等价于&这个等价是一致等价 

的吗？ ( 

45. 令 ACIBCA 为度量空间的子集，且令 g 和/ 1 为6到度量空间X的连续映射.若对于所有 
M6A，g(M)=/l(M)， 则 g=h. 

46. 本题的目的是，证明每个子集 E(=(0, 1) 若它是一个稠密的 G s , 且它的补集也在[0, 1] 稠 
密，则它同胚于 [0, 1] 的无理数集，且同胚于可数个自然数集的乘积空间 N». 

a. 令 J 为开区间，£,是一个&稠密于 J, 其补集也稠密于 L, 令为定义在&且使得& 
完备的等价度量，那么给定 e>0 存在可数无限个I的两两不交的子区间…八，…， 
其并集包含 E ,， 使得在度量下的直径小于 e . 

b . 从£开始，找出时满足 ( a) 条件的不相交的开区间 A , … h ，….对于乃 

和重复这个过程，得到区间1^，…， ，…. 继续下去，在第《步， e = 2i 时 
得到区间证明对于每个: c6f： 存在惟一的整数序列心， … k ” …使得对于每个 
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n 有 

工 e V -、. 國 

c . 证明对于每个整数序列匕， L ， …存在惟一的使得对任何 n 有 

■ X 6 h x . -,k m . 

d . 令 N 〜为整数的无限序列空间，且令 N 为具有度量 〆 i ， ； ')=知的空间.的乘 
积度量(习题24)，那么 N •与 £之间的由 （ b ) 和 ( c ) 所给出的对应 A 是 ( N ", 0与(£，<7) 

间的一致同胚映射. 

e . 证明（0, 1) 的任何稠密 G , (其补集也稠密）同胚于(0, 1) 的无理数集. 

7.10 阿斯科利-阿尔泽 拉定理 

在分析中通常知道在何种条件下一个函数列有在某种意义下收敛的子序列是有用的.以下 
概念在这个问题上起着中心 作用： 从度量空间 X 到度量空间 < Y ， d 的函数族3•称为在点 
等度连续的，若给定 e >0 存在一个包含 :*: 的开集0,使得 <7[/(工）， /( y )]< e 对于所有属于0 
的 > 和所有 / ey 成立.若集族在 x 的每一点 X 等度连续则说它在 x 上等度连续.我们将证 
明若</„>是一个取自等度连续函数族 J 的序列，且若在 X 的每一点 X ， 〈/„ U )〉 存在一个收敛的 
子序列，则〈/»>有一个在 X 的每个紧子集上一致收敛的子序列.下面从几个引理开始. 

37. 引理令 〈/„>为 可数集 D 到度量空间 Y 的映射序列，使得对于每个:集合 </„( x ): 

的闭包是紧的，那么存在一个子序列< /*> 在 D 中的每个 ：(： 收敛. 

证明令0={〜}.根据 {/,(&): 0<«< oo } 的闭包的序列紧性，可以选取</„>的子序列 
</0使得〈凡 U )> 收敛.再选出 〈几〉 的子序列〈/ 2 „>使得 〈/ 2 „( z 2 )> 收敛.依此继续下去，就 
得到一个在 a 收敛的子序列</>〉.考虑“对角”序列</„„ >，则有 （/„„ 是〈力„>的一个子序 
列.因而 〈九 ( x ;)> 收敛. ... ■ 

38. 引理令</>为从度量空间 X 到完备度量空间 Y 的等度连续映射序列.若序列 （ i ( x )> _ 
在 X 的稠密子集 D 的每一点 x 收敛，那么 〈/„>在久 的每一点收敛，且其极限函数是连续的. 

证明给定 x 属于乂和£>0,可找到一个包含 : c 的开集0,使得 ff [/„ (: c ), /„(^)]< e /3 
对于所有 j 属于0成立.由于 D 是稠密的，必有一点 j 6 D ( ia 且由于< 收敛，它必 

须是一个柯西序列，因此选取足够大的/ V 使得 

^ Lfn ( y ') < e/3 

对于所有 m ， 成立，那么 

<r[/„(x) ， / m (x)] .< aif. (x) + ff[/,(^) ， /〆 ， ) 〕 +a\_f m i.x ')，/ m (: y)] 

<e 

对于所有 m ， n 彡 N 成立.因此 </ n ( x )> 是一个柯西序列，且根据 Y 的完备性它还收敛. 

令 /( x ) = Um /„(: c ). 为证明/在 x 连续，给定 e >0. 根据等度连续性，存在一个包含工 
的开集 0 使得 <7[/„( x )，/„( 30 ]< e 对于所有《和）属于 0 成立.因此对于所有属于 0 的 j 有 
< t [/( x ),/(^)] = lim aif „{ x ) ，/„(^)] < e , 

所以/在 x 连续. _ 
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39. 引理 令 K 为紧度量空间，且令 〈/„> 为到度量空间 Y 的等度连续函数序列，其在 K 
的 每一点都收敛于函数/，那么在 K ： 上</„> 一致收敛于 /. 

证明选取 e 〉0. 根据等度连续性， K 中的每个: c 都包含于开集(^，使得对于所有属于 
(^的）与所有《， a [/ n W , fAy ) l < e /3. 因此可知对所有 j 属于0,也有 ff [/( x )， /( 3 »)]< 
e/3. 

根据 K 的紧性，这些集合中存在一个有限簇 C \} 覆盖 K . 选取足够大的 iV 使 
得对于所有有〃[/„(:«:,•)， / UO ]< e /3 对每个对应于这个有限簇的 a 成立.因此，对 
任何属于 K 的： y 存在一个 i 《 k 使得 : y €,那么对于有 

0 [/„(>) >/(^)] < ff[/„ (: y) ， /»( 右 )] +ff[/ n U ; ) ， /( 工 ;)] +ff[/(;y) ， yU,.)] 

<e 

m 所以在 k 上一致收敛于 /. ■ 

这三个引理加上度量空间的紧子集是完备的这一事实，蕴涵以下定理，该定理主要归功于 
阿斯科利或阿尔泽拉. 

40. 定理（阿斯科利-阿尔泽拉） 令; F 为从可分空间 X 到度量空间 Y 的等度连续函数族， 
令</„>为 J 中的序列使得对于每个属于X的: t， 集合{/ „(x)： 0<«<oo} 的闭包是紧的，那么 
存在一个子序列 <八>，其点态收敛于连续函数/，该收敛在X的每个紧集上是一致的. 

41. 系令 7 为可分空间 X 上的实值等度连续函数族，那么 J 中在（稠密子集的）每一点都 
有界的序列〈/„>有一个子序列〈/„,>,其逐点收敛于连续函数，该收敛在X的每个紧子集上是 
一致的. 


ri69i 




47. 令 X 为度量空间，令〈/„>为从 X 到度量空间 y 的连续函数序列，且在 X 的每个紧集 K 上 

—致收敛于函数/,那么/是连续的. .- 

48. 令 X 为可分局部紧的度量空间，且 d 是任意度量空间. 证明： 

a , 存在 X 的可数开子集簇{0„}使得 a 紧且 x=uo„.. 

b . 对于从 X 到 Y 的函数集合，若定义 

a ' ( f , g ) = X ) 2_ ° ff » (•/"，《■)， 

其中 


On (/ ， ff) = 


S o P 


g[/Qc) ， gO)] 
l + ff [/ U ), ff ( x )]- 


则它成为一个度量空间. 

49. 令7为从 X 到 Y 的等度连续函数族，且令为 y 中函数的逐点极限所组成的族，即对于/ 
存在 J 中的序列</„>使得对于每个 zeX , /( x ) = lim /„( x ). 证明7+也是等度连续的函 
数族. 

50. 对于 [0, 1] 上的实值函数/,若存在一个常数 C 使得 | fU )- fiy ) I <C I : c-j | °， 则 
称它为 a 阶赫尔德连续.定义 


II / L = max | fix ) |+sup | / Cr ) — f (. y ) I / I x — y \". 
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证明对于 o < a < i ， 满足11/ IL < 1 的函数集是 c [ c ，1] 上的一个紧子集. 

51. 令; r 为在单位圆盘 △={☆ I 2 I < 1} 全纯且满足 I / U ) | <1的函数族. 

a . 证明 J 等度 连续. [用柯西公式估计丨 / U )-/(^) | .] 

b. 证明 7 中的任何序列 〈^有 一个在 A 的每个紧子集上一致收敛于 4 上全纯函数/的子序 
列〈/，>• 

c . 证明奥 斯古德 定理： 令 /„为4上的全纯函数序列，使得对于每个 f(zh 
那么存在一个稠密开集 0 CI 4, 使得/在其上是全纯的.[运用一致有界原理 .] 


圆 
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8.1 基本概念 


在第7章中我们讨论了度量空间的性质且发现一些定理仅依赖于开集与闭集的性质.本章 
要研究这么一种空间，在其上开集的概念是最基本的而其余概念则由它来定义.这样的空间比 
度量空间更为一般，我们称它为拓扑空间.也许有人 会问： 为什么不集中在度量空间呢？固然 
度量空间比较简单，但有许多函数空间的例子，它们的拓扑与由放人该空间的任何度量所导出 
的拓扑不一致.重要的例子包括巴拿赫空间的弱拓扑.下面我们给出正式定义. 

定义 一个拓扑空间 〈 X ， 是一个非空点集 X 与一个子集族 3 ( 称 它为开集），它满足以 
下 性质： 

i. X6 3, 063. 

ii. O! e 3 和 0 2 6 3 蕴涵 o! no 2 e 3. 

iii. G a 63 蕴涵 Uo a e3. 

Q 

_ 族 3 称为集合 X 的一个拓扑. 

度量空间〈 X ，/>>的开集满足该定义要求的所有性质，因此对于每个度量空间 〈 X, p ， 可 
以找到一个拓扑空间 〈 X, 3> 与之相对应，这里 3 是 〈 X，〆 的开集族.用这种方式与某个度量 
空间相伴随的拓扑空间称为 可度量化的， 且度量^称为该拓扑空间的度量.从逻辑的观点来 
看，由于不同的度量空间可能得到相同的拓扑空间，因此将度量空间与它相伴随的拓扑空间加 
以区别是必要的.但这样的两个空间自然是等价的，在不造成误解的情况通常不考虑度量 
空间与它相伴随的拓扑空间之间的区别.有时，甚至不区别拓扑空间〈 X ，3>与它的点集 X , 
都用 X 来表示它们.然而，必须牢记度量空间和拓扑空间总是相伴随的，在许多情形下还必 
须明确表达这个事实. 

给定任意点集 X ,总可以在 X 上定义两个拓扑.一个是平凡拓扑，它仅有的两个开集是 
0和 X . 第二个可能的拓扑是离散 拓扑： X 的每个子集是开集. 

根据开集的概念我们可以定义其他的拓扑性质，例如，对于 X 的子集 F ， 若 P 是开的， 
则称 F 为闭的. 

1 . 命题集合 0 与 X 是闭的.任何两个闭集的并是闭的.任意闭集簇的交是闭的. 

对任意一个集合£，包含 E 的所有闭集的交仍然是闭集.我们称它为£的闭包，且将它 

记为它是包含£的最小闭集.点：称为£的闭包点，若每个包含 x 的开集0与£相 
交，即与£有非空交集. 

所有包含于£的开 集的并 仍然是 开集. 我们称它为£ 的内部 ，且把它记为点 2 称为 
£的 内点， 若存在一个开集满足 OC £. 以下命题列出了闭包与内部的一些性质，其证明 
留给读者. 

2. 命题 ECE, S =£, AXTB=A\JB, 一个集合 F 是闭的咨 J 仅当 F=F. £是£的闭 


國 
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包的点组成的集合. E ° CE , £°° = r, r 是£的内点组成的集合.最 

后， （ R °=~( E ). 

若 A 是拓扑空间〈 X ，3〉的一个子集，可定义关于 A 的拓扑 s 如下： 取 A 的那些具有如下 
衾示的子集 B : 存在一个集合063使得 B = AflO , 那么称 S 为承袭自3的拓扑且称拓扑全间 
( A , $) 为( X ， 3〉的一个子空间.这与我们关于度量空间的用法是一致的. 

拓扑空间的序列〈^〉称为收敛到点 X ， 或有极限; C, 若给定任何包含 z 的开集0,存在一 
个整数 N 使得对所有有^60.类似地，一个序列〈4〉称为有聚点 z ， 如果给定包含 
工的任 何开集0和任何整数存在整数使得 x „ ea 因此若〈& >有一个子序列收敛到 
工 ，那么就是 < x „> 的一个聚点.而反命题对任意拓扑空间并不总成立. 

按命题 7. 7的观点，我们可以定义拓扑空间上的连续函数，当此拓扑空间也为度量空间 
时，该定义与通常的连续函数的定义是一致的. 

定义对于从拓扑空间〈 X , 3〉 到拓扑空间 a % S > 的映射/，若每个开集的逆像是开的， 
即若 oes ， 则 / _1 [0]63, 则称它为（连续 的）. 

应当注意到，若/是空间 X 上的连续函数，那么将/限制在 X 的子空间 A 所得到的函数 
乃是益上的连续函数，这是因为根据/的连续性和 A 中开集的定义，对开集0有 

A . n /- 鳴 

对于一个从 X 到 Y 的映射/，若给定 Y 中任意包含/( X 。）的开集0,存在 X 中一个包含 
x 。 的开集 [/, 使得 /.[ U ] C 0, 则说它 在点: roGX 连续. 从 X 到 Y 的映射是连续的当且仅当它 
在 X 的每一点连续. 

有时用将两个连续函数拼接的方法来构造连续函数.以下命题给出了如此做的条件. 

3. 命题令 A 为拓扑空间 X 的子集，它是两个闭集（或两个开集）4与 A 2 的并.若/是 
一个从 A 到拓扑空间 Y 的映射，限制/丨 A , 与/ I A 2 都是连续的，那么/也是连续的 • 

定义两个拓扑空间之间的同胚/是 X 映上 Y 的一个一一对应的连续映射，且/― 1 是连 
续的.对于空间 X 和 Y , 若它们之间存在一个同胚，那么称它们为同胚的， 

从抽象的观点来看，两个同胚的拓扑空间是无法区分的.一个同胚只不过就是用一个集合 
中的点来重新标记另一个集合中的点.拓扑空间的同胚与度量空间的等距同构，以及代数系统 
的同构起着相同的作用. 

假定3和 S 是同一集合 X 的两个拓扑.若 S 33, 那么说 S 比3 强. 在这种情形下，也说3比 
S 弱. 因此 S 比3强当且仅当（ X ，§)到（叉， 3) 的恒同映射是连续的.集合 X 的平.凡拓扑是 X 
上的可能的最弱的拓扑，而离散拓扑是可能的最强的拓扑.有时术 语较细和较粗 分别被用以表 
示较强和较弱. 

若 S 和3是同一集合 X 的两个拓扑，那么 SH 3 也是拓扑.事实上，若是任意拓扑簇， 
那么 (1 3。是一个拓扑.因此若 e 是 x 的任意子集簇，则所有包含 e 的拓扑的交是一个包含 e 的 
拓扑.°这个拓扑是使得 e 的所有集合是开集的最弱的拓扑. 

4. 命题 令 x 为非空点集且 e 是 x 的任表子集簇，那么存在一个包含 e 的最弱拓扑 3. 


画 
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5^ 

1. a . 给定集合 X ，你能定义 X 上的一个度量使得与之相伴随的拓扑空间是离散的吗？或是平 

凡的？ 

b . 令 X 是具有平凡拓扑的空间，找出所有 X 到 R 的连续映射. 

c . 令 X 为具有离散拓扑的空间，找出所有 X 到 R 的连续映射. 

2. 证明命题 2. 

[1741 3.证明一个集合 ACX 是开的，当且仅当给定 ar € A ， 存在一个开集0使得 xeOCA . 

4. —个从 X 到 Y 映射是连续的当且仅当每个闭集的逆像是闭的. 

5. 证明若/是从 X 到 Y 的连续映射， g 是从 Y 到 Z 的连续映射，那么 g «/ 是从 X 到2的连 
续映射. 

6. 证明两个实值连续函数的和与积是连续函数. 

7. a . 令 F 为拓扑空间的闭子集，且〈工„>是 F 的一个点列.证明，若 _ r 是 U „> 的聚点，则 

x 6 F . 

b . 证明若/连续且则 〈/ U )> 有极限 / U ). 

c . fiE 明若/连续 且工是 〈 a 〉 的聚点，则 /(：«：) 是 </ U <)> 的聚点. 

8. 库拉托夫斯基14子集 问题： 

a . 令£为拓扑空间 X 的任意集.证明对 E 反复进行取补和闭包运算萆多可得到14个不同 
的 子集. （这包括 E =〜 （〜 £)•) 

b . 在 R 2 中给出一个由适当的 E 得到14个不同子集的例子.（在 R 内可以给出一个例子， 
但在 R 2 中却较容易画出来 .） 

9. 证明从拓扑空间 X 到拓扑空间7的函数/是连续的，当且仅当它在 X 的每一点连续. 

10. a . 证明命题 '3. 

b . 证明若不要求烏和八 2 同时是开或同时是闭的，则该命题不成立. 

c . 但是证明，若(九〜八 2 )门 <八 2 〜九）=0和(^^>?1(次~4 2 )=0，则命题仍然 

成立 . . .. 

8.2 基与可数性 

对于拓扑空间 X 的开子集簇; B ， 若对于每个属于 X 的开集0和每个: ceO , 存在一个集合 
Be ^ UxeB ^ O , 我们称; B 为 X 的拓扑3的一个基.对于一个包含点: C 的开集簇扎，若对 
于每个包含 X 的开集0,存在一个 Be 扎使得 xe SCO , 则称它为在: C 的基. 因此一个开集 
簇 S 是一个基，当且仅当它包含在每个点： cex 的基.若 X 是一个度量空间，则球构成一个 
[1751 基，且中心在 x 的球构成一个在: c 的基. 

若: B 是拓扑0的基，那么063当且仅当对每个 ： c 60 存在一个满足： C 6 BC 0. “仅 
当”部分可由基的定义得出，而对于每个属于0的 x 有: ceBCO , 那么0必须为; B 内那些满足 
BC 0 的 B 的并，且0是开的，这是因为它是开集的并 .. 

我们常常发现，通过指定开集的一个基 B ， 再用前面定义开集的准则来说明集会:X的拓扑 
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是很方 便的. 以下命题给出集簇 S 为某个拓扑基的 条件： 

S . 命题 X 的子集簇 B 为 X •上的某个拓扑的基，当且.仅当 X 内的每个 jc 包含于某个 B ， 

且若那么存在一个私6 B ，使得门私. 

证朋这些条件的必要性可由基的定义和事实上 X 和艮门压必须为开集得到.现在假定 
® 满足这些条件.若设3 = {0: ( x €0)(3 B 6®)( x € BC ：0)}, 那么063,且3中集合之并仍 
然在3中， S 上的第一个条件蕴涵着 X 6 3. 为证明3内两个集合0,和0 2 的交仍然在3内，令 
那么存在 B 内的集合氏 和氏， 使得: teBidCK 且： c 6 B 2 C 0 2 . 令 B 3 为 S 的集合， 

满足工66 3 (=玖门氏.那么 xe ^ ClC ^ nQi ，这就得到了 0,门0 2 是开的. ■ 

: c 的邻域常常指的就是基&在 z 的元素.若无给定基，直接或间接地谈到在 x 的邻域，就 
意味着包含: t 的开集.使用基的优点在于，许多拓扑性质能够仅由基的元素而非所有开集来确 
定.习题11和12给出了这样的例子. 

我们取基的元素为开集.而一些作者，包括布尔巴基和凯利，仅要求: c 的邻域为使得: t 为 
其内点的集合 N ， 而在: c 的基 队为在 x 的邻域簇，使得给定任何包含: c 的开集 0,. 存在一个 
满足 X 6 ATC 0. 

有时候使用 子基来 定义拓扑更为方便.一个开集簇 e 称为一个拓扑3的子基，若给定 xex 
和063,存在集合(：,，•••， c „€ e , 使得: reGri … nc n (= a 若 e 是 a 的子基，那么 e 内集 
合的有限交组成的簇是3的基.若 e 是 x 的任意子集簇，那么 e 就是使得 e 的每个集合都是开的 _ 
x 上的最弱拓扑的子基. 

若拓扑空间在每点都存在一个可数基，则称它为满足第一 可数性公理. 每个度量空间都满 
足第一可数性公理，这是由于中心在 X 、半径为有理数的球的个数是可数的，且构成一个在 Z 
的基 一 个空间称为满足第二 可数性公理， 若存在该拓扑的可数基.因此命题 7. 6说明，一个 
度量空间满足第二可数性公理当且仅当它是可 分的. 

爾 

11. a . 令; B 为拓扑空间 a , 3〉的基，那么 X 6 E ， 当且仅当对每个满足 xeB 的 存在一 

个: yeBHE . 

b . 令 X 满足第一可数性公理， 那么; ceE ， 当且仅当£中存在一个收敛到 ： C 的序列. 

C •令 X 满足第一可数性公理，那么 x 是 X 中序列 <: r „> 的聚点，当且仅当<^>有一个收敛 
到: r 的子序列. 

12. a . 证明，/连续当且仅当它在 X 的每一点连续. 

b . 令 &为在 X 的基， e , 为在: y =/( x ) 的基.那么/在 X 连续，当且仅当对每个 cee , 存在 
3€&使得召0/^[(：]. 

13. 令 e 为 X 的任意子集簇，令 s 为由 X 和 e 内集合的所有有限交组成的族.证明 s 是包含 e 的 
最弱拓扑的基. 

14. 令 X 为不可数点集，3是由空集和 X 的那些补为有限的子集所组成的集簇.证明3是 X 的 
一个拓扑，且空间〈 X ，3〉不满足第一可数性公理. 

15. 令 X 为实数集，且令 ® 为所有形如 [ a , W 的区间的集合.证明 B 是 X 的拓扑3的基(这个拓 
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扑称为半开区间拓扑).证明〈X, 3>满足第一可数性公理但不满足第二可数性公理，且有 
理数在X稠密.请问〈X，3>可否度量化？ 

16. —个拓扑空间称为林德勒夫空间或有林德勒夫性质，若X的每个开覆盖有可数子覆盖.证 
_ 明若X是第二可数的，那么它是林德勒夫空间. 

17. 令 X,=NXN 且取叉=兄山0；}，即集合X由尤增加一点得到.因此X由 { w } 和所有的自 
然数对〈)',组成.对每个自然数列5=〈叫>定义 

■ B s ,„ 角 U } U ( •，是>:) 彡叫 所有々 > 饥 }. 

a . 证明集合族氏,„与集合族 {〈 j ， 々>}构成 X 上一个拓扑的基. 

b. 证明0；是&的闭包点，即使；^的序列 <x„> 均不以 w 为聚点. 

c. 空间X是可分的但不满足第一、第二可数性公理. 

d. X 是林德勒夫空间吗？ 


8.3 分离公理与连续实值函数 


拓扑空间的性质一般与度量空间的性质大不一样，通常假定拓扑空 Ip 满足一些附加条件， 
而对于度量空间这些附加条件都 成立] 在拓扑空间里考虑以下 条件： 

Ti :给定两个不同点工和; y ，存在一个包含: v 但不包含：!:的开集. 

T 2! 给定两个不同点： c 和: v ， 存在不交开集0,和0 2 使得 xGO ! 且: y 60 2 . 

T 3 ： 除满足乃外，给定一个闭集 F 和一个不属于尸的点: T , 存在不交开集0,和0 2 使得 

:匚 o 2 . 

t 4 : 除满足乃外，给定两个不交闭集6和巧，存在不交开集0,和 o 2 使得朽匸^且 

F 2 ca. 

上面这些被称为分离公理，度量空间满足所有这些公理.满足1公理的拓扑空间称为吉 
洪诺夫空间，满足 T 2 的拓扑空间称为豪斯多夫空间，满足 T 3 的拓扑空间称为正则空间，满足 
T 4 的拓扑空间称为正规空间.以下命题可知条# T, 等价于每个由单点组成的集合都是闭的 
这一陈述.由此可见 

|l78| . 

6. 命题一个拓扑空间 X 满足1当且仅当每个由单点组成的集合都是闭的. 

证明若每个集合是闭的，给定两个不同点 X 和％ 取0=〜 { : c}, JP 么 0 是一个包含^ 
但不包含: C 的开集.假定1成立.每个; ye 〜 U} 包含在开集 0( 二〜 U} 内.因此集合〜 {:r} 是包 j 
含于它的开集的并，因而必须为开.所以是闭的. U 1 

以下命题给出了有关正规性的重要推论，其证明留给读者（习题23和 24). 

7. 乌雷松引理 令 A 与 B 为一个正规空间 X 的不交闭子集，那么存在一个定义在 X 上的 ^ 
实值连续函数/,使得在 X ■上0</<1,在 A 上 f =0 且在 B 上 f = l . 

8. 铁策扩张定理 令 X 为正规拓扑空间， A 是 X 的一个闭子集， 且/ 是 A 上的连续实值 ^ 
函数，那么 X 上存在一个连续实值函数使得对所有 x 6 A , g ( x )= f ( x ). 

以下定理刻画了可分度量空间，它可用下节的概念来证明(见习题 30). 
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9. 乌雷松度量化定理 每个满足第二可数性公理的正规拓扑空间是可度量化的. 

若 X 是任意点集且: r 是 x 上的任意实值函数簇，那么总存在一个 X 上的最弱拓扑使得 y 
中的每个函数是连续的，这是因为令 e ={£: £=/-'[0], /弓:^且^是只的开子集丨且运用命 
题 5. 这个拓扑称为由 y 生成(或诱导)的弱拓扑.若 j 内的函数在某个拓扑3都连续，&么由 u 
生成的弱柘扑一般比2弱.若这些拓扑重合，那么必须有足够多的连续实值函数.这可由以下 
的一个条件来 保证： 给定闭集 F 和一个点: C ^ F , 存在一个函数/65满足 f ( x ) = l 且在 F 上 
f = 0 . 当5是 X 上的所有连续实值函数所组成的空间 C (；0 时，若这个条件满足，且假定 X 满 
足：则称 X 是完全正则的.根据乌雷松引理，每个正规空间是完全正则的，且显而易见完_ 
全正则蕴涵着正则性.因此用来定义完全正则的条件有时也称为丁 3 |. 

很一般的拓扑空间性质是非常奇特的，但这样的空间在分析学中看起来并不十分需要.除 
度量空间外，我发现在分析中有用的空间是局部紧的豪斯多夫空间与拓扑向量空间.在以后的 
章节会看到所有这些空间都是完全正则的.然而，在代数几何中，却使用仿射或射影空间上的 
扎里斯基拓扑(见习题29)，该拓扑是非豪斯多夫的紧7\空间. 

18. a . 证明每个度量空间是豪斯爹夫的. 

b . 证明每个度量空间是正 规的. [提 示： 若^和^是不交闭集，令 QsU : p ( x , F ,)< 

〆 工， F 2 )} 与 0 2 = { 工： p(x, F 2 X P U, F,)}.] 

19. 令 X 由 [0, 1] 的数和 O ' 组成，且取集合 G , /?)、[0,的、 （ a ，1) 与 {0'} U (0, )5) 为拓扑基. 

证明存在 X 上的一个拓扑基，它是乃的但不是豪斯多夫的. 

20. 令/为拓扑空间 X 上的实值函数.证明/是连续的当且仅当对于每个实数 a ， 集合 U : 

/( x )< 山和 U : / U )> a } 是开的.证明/连续当且仅当对于每个实数 a , 集合 U : /( x )> 
a } 是开的，集合 U : 是闭的. 1：： 

21. 若/和 g 是拓扑空间 X 上连续实值函数，那么函数/+尽，/互， / Va // U 是连续的[提 
示： 如同通常的定义 (/ Vg )( x )= m ax / U ), g ( x )]. 

22 . 令 a > 为从拓扑空间 x 到度量空间 y 的连续函数 序列.若 〈/„>一致收敛于函数/,则/是 
连续的. 

23. a . 证明一个豪斯多夫空间是正规的当且仅当给定闭集 F 和包含 F 的开集 O , 存在一个开集 

U 使得 FCU 且 OCIO . 

b . 令 F 为正规空间中包含于开集0的闭集：通过无限次重复 ( a ) 部分的结果，证明有可能 

构造出一个开集族其对应于(0, 1) 的形如 r = p • 2_"的每个有理数，使得 FC 
l / r CO 且对于 r < j ， U r C U ,. [ lM ] 

c . 令为由 （ b ) 所构造的蔟，其中 RsX ， 令/为 X 上的实值函数，定义为 /(: r)=inf 
{ r ： xeU r ), 那么/是一个连续函数，0</<1，满足在 F 上/三0且在0上/三1. 

d . 令 X 为豪斯多夫 空间. 证明 X 是正规的当且仅当对于 X 上的每对不相交闭集 A 和 B ， 

存在 X 上的连续函数/使得0</<1，在 A 上/=0且在 B 上/三 1. 

24. 用以下步骤证明铁策扩张定理： 
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a . 令 /i = //( l + | / | ), 那么 U 丨 < 1. 

b . 令 B = U : A ( x )<- y }, C ={ x ： hU )>\), 那么根据乌雷松引理，存在 X 上的一 
V 实值连续函数心，其在 B 上为 一 i ■在 C 上为|，而对所有 | A ,( x ) I 
显然，对所有 X ^ A , I h (. x )~ hi ( x ) I < y . 

c . 用归纳法证明 X 上存在一个连续函数使得对所有 : c eX ， \ h „{ x ) |<2- V 3" 且对所有 
x G A ,! hix ) - X ) A ,( x ) I <2"/3". 

d . 序列 〈 U — 致可^于 X 上的连续函数々， I k I <1 且在 A 上是 = A . 

e . 存在一个 X 上的连续函数 p 在 A 上等于1且在 { x : K : c ) = l } 上等于 0. 

f . 设 #). 

25. 令7为集合 X 上的实值函数族.证明形如 U : | | < e , 对于某个 e >0, 某 

个 KX ， 7内有限个函数 / m … v /„组成的集合}的集合，给出了一个由7生成的 X 上的 
弱拓扑的基.证明这个拓扑是豪斯多夫的当且仅当给定.任何 X 内的不同点组成的点对 
{ x , y ), 存在/65使得 / Oc ) 尹 /( y ). 

26. 令7为拓扑空间〈 X , 3> 上的连续实值函数族.证明若对每个闭集 F 和每个存在 
/ e : J 使得 fix ) = 1且在 _ F 上/=0,那么由; T 生成的弱拓扑是 3. 

27. 证明每个完全正则空间是正则的. 

28. 证明豪斯多夫空间的每个子集是豪斯多夫的. .. 

29. 扎里斯基 拓扑. 在 R " 上令®为集族{工： p ( x )^0}, 其中是一个 n 变 量的多项式. 令3为 
由 S 内集合的所有有限交艮所组成的族.证明3给出了 R n 的是:^且紧的但不 
是乃的拓扑. 

30. 令 ACSCA 为豪斯多夫空间的子集，且今/和 ？ 为外 B 到拓扑空间 X 的两个映射，使得 

_ / U )= g («) 对所有 mGA 成立，那么 f = g . 

31. a . 证明命题 7. 34所给出的证明对任意拓扑空间都适用. 

b . 证明当 X 是任意豪斯多夫空间时，命题 7. 35所给出的证明也成立.为什么豪斯多夫空 
间是必要的？ 

8.4 连通性 

一个拓扑空间 X 称为连通的，若不存在两个非空不相交的开集 a 和0 2 ,使得兑 U 
. 0 2 ,这# 的 一对开集称为 X 的一个 分离. 由于每个集是另一个的补集 ，所 以它们也是闭的. 

任何一对其并是 X 的不相交非空闭集都是 X 的分离，这是因为它们中的每一个必须也是开的. 
—个空间 X 是连通的当且仅当 X 的既开又闭的惟一子集是 X 和 0. 对于 X 的子集£，若它在 
承袭自 X 的拓扑是连通空间的话，我们称它是连通的.因此 E 是连 通的： 若不存在 X 内的开 
集0,和0 2 使得 £(=0,1^ 2 且 Ef ] O 1 f ] O 2 = 0. 

10 .命题 令/为从连通空间 X 映上拓 扑空间 Y 的连续映射，那么 Y 是连通的. 

证明令 OWOjY 的分离， 那么厂 TO ,] 和厂 1 [0 2 ]是 X 的不相交开集，其并为 X . 
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由于/是映上的，所以都不是空的，因而它们是 X 的一个分离. 因此若 Y 
不连通， X 也不连通，由逆否关系得到命题的 证明. ■ 

以下定理推广了介值 定理： 

11. 命题令/为定义在连通空间 X 上的实值连续函数，令 z 和; y 为 X 的两个点且 c 是 
一个实数，使得 /( z )< c </( y )， 那么存在使得 / U )= C . 

证明若/取不到值 c ， 那么/ -1 [(_ 00 , c )] 和 /— Kc , oo )] 是不相交开集，其并为 X . 

它们是非空的，这是由于 x 属于第一个集合， y 属于第二个集合.因此； C 不 连通. ■ \ m \ 

12. 命题 R 的子集 E 是连通的当且仅当它是区间或者是单点. 

令 x 。 为拓扑空间； C 的点.谈到 X 的包含: c 。 的分支 C ， 我们指的是包含: c 。 的所有连通集的 
并.它是连通的（习题 32) 且闭的（习题 33). 若 X 的两个分支有一个公共点，那么它们重合. 

因此 X 是它的分支的不相交 并集. 

对于一个空.间 X ,若可以找到 X 的由连通集组成的基，则称它为局部连通的.局部连通 
空间的分支是开的.一个空间可以是连通的但不是局部连通的（习题 35). 

画 

32. 令 { Q } 为连通集簇，且假定它们中的任意两个集合有公共点，那么它们的并集 G = UC « 也 
是连通的. 

33. 令 A 为拓扑空间的连通子集，且假定 ACJ 3 C ：?, 那么 B 是连通的. 

34. a . 令 E 为 R 的多于一点的连通子集.证明£是一个区间.[若: c 和 y 属于£, 那么 

[x , 》] [ E . 4" a = inf E, 6 =sup E, 那么 (a, 6)( ZEC [ a , 6].] 
b . 证明 R 的区间是连通的.[令 J =( a , 6) 且令 O 为/的既开又闭的子集.证明 sup 
{ 3 /： y)^0}=b, 用习题33去仔细处理非开区间的情形 .] 

35. 对于拓扑空间 X ,若给定 X 的两点 z 和 . 存在一个从 [0, 1] 到 Y 的连续映射/,使得 

/(0)=: r 且 /( l )〒 y ，我们称它为弧连通的. . 

a . 证明弧连通空间是连通的. 

b . 在平面 R 2 考虑子空间 

X = { 〈 D〉：：C = 0, 一 1 < y < 1} u {(^>y)：y = sin l/jr,0 < 工 < 1}. 

证明 X 连通但不弧连通. 

c . 证明 R " 的毎个连通开集 G 是弧连通的.[令 x € G ， 且令 H 为 G 中可用折线弧连接到 x 
的点的集合，那么 H 开且在 G 内是闭的 .] 

36. 证明局部连通空间的每个分支是开的. 

37. 证明习题 35 b 中的集合 X 是连通的但不局部连通. _ 

8.5 拓扑空间的乘积与直并 

若〈 X , 3>和 < y , S > 是两个拓扑空间，通过取形如 QX 02 的集簇作为该空间的基，定义了 
乘积 xxy 上的拓扑，其中且 o 2 es . 这个拓扑称为 XXY 的积拓扑.若 X 和 y 是度量 
空间，那么积拓扑与积度量所给出的拓扑是一致的.若< X 。，扎〉是任意带指标的拓扑空间族， 
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通过取形如的集簇作为该空间的基，我们定义了上的拓扑.这里且除有限 

个《外 a = x ,. 若所有 x 是相同的空间 x ， 而且被加标集 a 所加标，则将写为 x A . 

若 （ X a , 3 。>是拓扑空间簇， Y ■是它们的乘积，对每个《，通过令 I ( x ) 为的《重坐标， 
定义了 Y 到 X 。的映射 1( 称为一个投 射). 每个 I 都是连续的，且 Y 的积拓扑是使得每个 7 T 。 
连续的最弱的拓扑. 

若 A 是可数的且 X 可度量化，那么 X A 可度量化.由于在确定 X A 时只有 A 的元素的数目 
是重要的，所以通常将可数乘积写为 X "(或 X N ). 若用2 来表示具有两个元素的离散空间，那 
么2“同胚于康托尔集.若我们不仅用 N 表示可数集，还用它来表示具有离散拓扑的可数集， 
那么或 N N 就是同胚于无理数集的拓扑空间. 

若1 =[0, 1 ], 那么 I A 称为一个立方体.立方体 I "可度量化，且称为浠 尔伯特立方体 .令 
x 为任意集且3•为 x 上满足0</<1，且对 x 中的两个不同点: r 和: y 存在 /e 5使得/(工）关 
/ O0 的函数/所构成的族，那么若令每个/对应于其 x 重坐标为 /(: c ) 的元素，则7可等同于 
尸的一个子集.从3•-到 J 的将/映到 / U ) 的映射仅仅是限制在 y 像的投射& 5 作为 p 的一 
个子空间的拓扑称为点 式收敛 拓扑. 

另一方面，若通过令每个 x 对应于其/重坐标为 /( x ) 的元素，拓扑空间 X 可等同于 P 的 
一个子集. X 作为的子空间的拓扑是由7生成的弱拓扑.若 X 是一个拓扑空间且每个属于 
[181 T 的/是连续的，那么 X 到它在的像的映射是连续的，而且若5具有 性质： 对于每个闭子 
集 FCX 和每个 x 磋 F ， 存在一个满足 /( x ) = l 且在 F 上/(工)=0,那么 X 同胚于它在 
I 7 的像. 

若〈 X ，3 >和 < Y , S > 是两个拓扑空间，且满足 X •和 Y 不相交，可通过取开集为所有瀹足 
0 门 X6 3 且0门7=§的0(=2的集合，以定义并集的拓扑.我们称具有这个拓扑的 

空间为 X 和 Y 的直并，且将它记为 xOy . 若 U ,，3 J 是任何带措标的拓扑空间族，且满足 

a 邦， XMX f =0, 那么定义它们的直并 Z =0 足为这些 X 。的并.对于 OCZ , 若对每个 a 
^ ronxeg ., 则定义它为开的.每个空间又称为直接 被加元 e , 若集合 x , 并非全部不相 

交，可以取 X / = X 0 X { a } 并考虑直和 0 足： . 

如同将在习题部分要看到的那样，一个直并的拓扑性质仅依赖于直接被 加元： 不同被加元 
之间不发生关联.因此，若可证明一个拓扑空间是直并的，则可通过研究单个被加元来研究它 
的性质. 

假定拓扑空间 X 是不相交开集簇 { XJ 的并集，那么 X 就是这些 X 。的直并.为看到 X 和 
Ox 。 有相同的拓扑，观察发现，若 o 是 x 的开集，那么对每个《， on 又是 开的，因而 o 
是0 又 的开子集.反之，若0是 Ox 。 的开子集，那么 o = u ( onxj , 且每个 onx 是 


© 这个术语自“并”称为“和”时起就遗留下来. 
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X . 的开子集. 

囑 

38. 令艺=。尤. 

a . 证明映射/:: Z — Y 连续当且仅当每个限制/ | 连续. 

b . 证明集合 FCZ 是闭的当且仅当对于每个 a , _ F 门足 是闭的 .. 

c . 证明2是豪斯多夫的当且仅当每个; f . 是豪斯多夫的. 

d . 证明2是正规的当且仅当每个叉„是正规的. 

39. a . 证明若拓扑空间 X 的子集 A 是直接被加数(在某个直并），则兄既开又闭. 

b . 若兄是 X 的既开又闭的子集，那么其中 X 2 = X 〜兄. 

40. 拓 扑空间的性质 P 说为 是局部性质， 假定只要 X 有一个基，而且该基的每个元素都具有 
性质 P ， 那么空间 X 就具有性质 P . 

a . 证明有关正则、完全正则、吉洪诺夫的这些性质都是局部性质. 

b . 若 P 是局部性质且空间 X 具有 P ， 那么 X 的每个开子集具有 P . 

c . 令 X =0 尤是一个直并，那么 X 具有局部性质 P 当且仅当每个具有厂 

41. 令( X ， P ) 为具有扩充实值度量的度量空间且 X 。是它的部分，即在等价关系 〆 : r ， ： y)<oo 

下的等价类(参见习题 7. 3 b ). 证明是直并. 

42. 证明豪斯多夫空间的直积是豪斯多夫空间. 

43. 证明在定义积拓扑时所取的基集族满足命题3的条件.证明若 p 和 < Y ， 是两个度量 
空间，那么 XX Y 上的'积拓扑与积度量所给出的拓扑是一致的. 

44. 证明 P 是从 A 峽射到 X 的所有函数的集合，其拓扑基由形如 {/: /( 01 )6 0,, /( tt2 )6 
0 2 ,…, / Gtjecu 的开集给出，其中 U ，••• ,《„} 是 A 的某个有限子集，而沿， 

CU 是 X 的有限开子集簇. 证明沪 的序列</„>收敛到/当且仅当对每个 0 属于 A ，/„(«) 
收敛到 /( a ). 

45. 证明若 X 可度量化且 A 可数，那么 X A 可度 量化. [提 示： X 总能被一个有界度量 P 度量化•定 
义 的度量 a 为 aUa ) = ^]2->( x 0 , % ).] 

46. 证明每个投射&是连续的，且上的积拓扑是使每个 I 连续的最弱的拓扑. 

47. 证明2»同胚于康托尔三分点集. 

48. a . 若7具有 性质： 给定一个闭集 F 和:存在/67 使得 /[ f ] = 0 且 / U ) = l , 证明本 

书中所叙述的拓扑空.间 X 和它在 F 的像的对应是同胚的. 

b . 证明若 X 是满足第二可数性公理的正规空间，.那么可以找到一个具有 （ a ) 性质的可数连 
续函数族 7. 

c . 证明乌雷松度量化定理. 

49. 证明连通空间的乘积是连通的. 


國 


_ 
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*8.6 拓扑性质与一致性质 

度量空间有三类性质：拓扑性质，它在同胚下保持 不变； 一致性质，它在一致同胚下保持 
不变；度量性质，它在等距同构下保持不变.度量性质依它们的本性而被限定在度量空间的范 
畴.任何仅由开集定义的性质是拓扑性质（反之亦然），这些性质通常可推广到拓扑空间的范 
畴.拓扑性质和概念包括连续、收敛、闭包等等. 

一致性质，例如一致连续、一致收敛、等度连续性、全有界性和完备性都介于拓扑与度量 
' 性质之间.它们的定义依赖于对于不同点的邻域尺寸的对比能力.在度量空间中这可以通过取 
给定半径的球为同一尺寸来得到.这些概念能够推广到称为一致空间的空间范畴.在这些空间 
中通过具体化近域来定义集合 X 上的一致结构，每个近域为一邻域族，每个邻域对应 X 的每 
一点.我们将两个来自同一近域的邻域视为具有相同尺寸.因此对 e >0, 每个半径为 e 的球构 
成度量空间的一个近域.有关一致结构的一般理论超出了本书的范围，建议有兴趣的读者参考 
Kelley[9] (见第 6 章，特别注意习题 6H) 和 Bourbaki[15]. 

本书所感兴趣的一致结构是那些， X 有一个代数结构允许我们对不同点的邻域有一个自然 
的比较.例如， X 既是一个向量空间又是一个拓扑空间，且平移是其到自身的连续映射，那么 
就得到一个自然的一致 结构： 我们说工的邻域与: y 的邻域具有相同尺寸 ，若乂是化经 
过平移向量—工得到.因此给出原点的邻域 N 且取^^为尺+工，可得到一个近域.类似的考 
虑还适用于 X 是拓扑群.当 X 是非交换拓扑群，我们可以得到不同的一致结构.这主要依赖 
于是用左平移还是右平移. ' 

U 871 有些概念(例如一致收敛性和等度连续性)是混 合的： 它们是关于从空间 X 到空间 Y 的映 

It , 且依赖于 Y 的一致结构，但仅要求 X 的拓扑结构.因此一个从集合 X 到度量空间 ( Y , CT ) 
的映 射序列 / n 称为一致收敛于映射/，若给定 e 〉0, 存在 JV 使得对所有和所有工 6 . X ， 
< T (/„ U ),/_&))<£ 成立.对于这个概念我们不要求 X 上有任何结构.类似地 c 从拓扑空间 rJf . 

. 到度量空间( V ， ff ) 的映射族 y 称为在点: c 。 ex 等度连续，若给定 e 〉0 , 存在: c 。 的邻域 o 使得 ' 
对每个: ceo 和每个 / ey , < K / u )， /(工。））< £ 成立. 若 y 在每一点等度连续，那么 y 在 x 上 
等度连续. 

也存在对应于紧集上一致收敛的纯粹拓扑概念（紧开拓扑，见习题 9. 8) 和等度连续性（拓 
扑等度连续性，见 M.2 节或均匀连续性，见 Kell ey [9] 第 7 章). 

6 賴 

50. a. 令〈/„>为从拓扑空间 X 到度量空间 (V ， <r ) 的连 续映射序列， 且一 致收敛于映射 /. 证明 

/是连续的. 

b. 从拓扑空间 X 到度量空间 ( y ， C ；) 的连续映射序列 CD 称为一致柯西序列，若给定 e> 0 , 
存在一个 W 使得对所有 n ， m > JV 和所有: aUU ), 证明若〈/„>是 

一个一致柯西序列，且若 y 是完备的，那么存在连续映射/使得</„>一致收敛于它. 

51 . 若仅假设 X 是可分拓扑空间，证明阿斯科利-阿尔泽拉定理 (7. 40) 和它的系仍然成立.[对 
于一致收敛性的陈述，见习题 9. 8 b .] 



爵. 
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*8.7 网格 

谈到有向系我们指的是集合 A 与满足以下条件的关系<: 

i . 若且沒<^，那么 

ii . 若 0 GA , 存在一乎 yeA 使得与 )9< y . 

一个有向系的例子是正整数集 N ， 关系<取为 <. 另一个广泛使用的有向集是所有包含点 _ 
: c 的开集，且0,<0 2 定义为 0,： D 0 2 . ’ 

—个网格是一个从有向系到拓扑空间 X 的映射.若这个有向系是整数集，我们得到序列， 

而网格可以认为是序列的推广.通常用 X 。 表示网格在 《 的值，而用〈&>表示网格自身.点 X 
称为网格 u > 的极限，若对每个包含工的开集0,存在一个使得对所有 a > a 。， x . eo . 

一个点^称为〈 X 。〉的聚点，若给定包含 I 的开集 O 且给定 《 eA ， 存在汉使得 h 60. 对于 
序列，这些概念与先前关于极限和聚点的概念重合. 

13. 命题点 X 是集合 E 的闭包点当且仅当它是 £ 的网格〈 X 」的极限. 

证明“当”部分可直接由极限与闭包点的定义得到.因此假定 z 是£的闭包点.我们取 
有向系 A 为所有包含 x 的开集簇，且若 0,13 035 (^< 0 2 . 由于工是£的闭包点，对每个 OG 
A 存在一个点 x 0 属于 0 D £， 那么 <工 0 >是£的网格，它收敛于: c ， 这是由于给定包含 x 的0， 

对所有 o ' M ) 有籲 

■ 

52. 证明 X 是豪斯多夫当且仅当 X •的每个网格至多有一个极限.[为证明“当”部分，令 Z 和 
为不能分离的两个点，且令有向系为所有开集中的对 < A ， 所成的簇，其中 xeA，ye 
B . 选取属于 AHB 的 X U . B ) ， 并证明: C 和 y 都是这个网格的极限 .] 

53. 证明从 X 到 Y 的菡数 /在点 z 是连续的，且仅当对于每个收敛到 x 的网格>, 1网格 
</00>收敛到 / U ). ' ......... 

54•令 X 为任意集且令/为 X 上的实值函数.令 A 为 X 的所有有限子集组成的系统，其中 F 夂 
G 意味着 FdG ， 对每个 F 6 A ， 令抑= D / U ) .证明网格<抑> 有极限当且仅当 /( x ) =0 

x^F 

除 X 在可数子集 u „} 中外成立，且 S |/( x „) 丨 〈 ㈤ . 在这种情形下， limy F = f ]/( x „). 

n=l 

55 . ^ x = Xx „, 那么 x ■的网格 up 收敛到 x 当且仅当 a 的每个坐标收敛到 x 的相应坐标. 
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9.1 紧空间 

我们所研究的度量空间的紧的概念可推广到某类拓扑空间.因此说拓扑空间的开集簇 U 是 
集合 K 的开覆盖，若 K 包含于 U 中的集合的并集.对于一个拓扑空间 X ，若 X 的每个开覆盖 
%有一个有限子覆盖，即可找到一个有限子簇 {( A , Q , …， 0 N } C=nL 使得 

X = [J 0.. 

t=l 

则说 X 是紧的.对于拓扑空间的子集 K ， 若它作为 X 的子空间是紧的，就称它为紧的.鉴于 
子空间拓扑的定义，这等价于说若每个用 X 的开集来覆盖的 K 的覆盖％有一个有限子覆盖， 
则 K 是 紧的.海涅-博雷尔定理说的是实数集的每个有界闭子集是紧的. 

若 U 是空间 X 的开覆盖，则它的集合的补集所组成的集簇7是一个交为空的闭集簇，且 
反过来也成立.因此一个空间 X 是紧的当且仅当每个交集为空的闭集簇有一个有限子簇其交 
_集为空. A •中的集簇; T , 若7的任何有限子簇有一个非空交，称为具有 有限交 性质.因此有以 
下命题： 

1. 命题 拓扑空间 A ■是紧的当且仅当每个具有有限交性质的闭集簇 3•有 一非空交集. 

紧的概念与闭的概念密切相关，以下命题表明紧就是一种绝对形式的闭 .. 

2 . 命题 1 紧空间的闭子集是紧的.豪斯多夫空间的一个紧子集是 闭的. 

证明令 X 紧， F 为 X 的闭子集，且 1 L 为 F 的开覆盖，那么汕⑴朽是 X 的开覆盖，因 
此必有一个有限子覆盖0 1: …， 0 N }, 那么集合 Q ， 0 2 ， …， 0 N 覆盖 F , 因而％有一个 
有限子覆盖. " 

假定 • x ■是一个豪斯多夫空间，且 k 是; c 的一个紧子集.下面来证明 k 是开的，令 jef - 
由于 X 是豪斯多夫的，那么对于每个工 6 K ， 存在不相交的开集 a 和 Nh 使得工€(^且: 

K . 集合{0 1: 工6幻构成一个 K 的开覆盖，因而存在一个覆盖 K 的有限子簇 { Oh ， 0 12 ，…， 
0'} •令 

iv'Qjv 

那么 wg — 个包含 J 的开集且不与任何集合相交.由于 K 匚 UOy N 不与 K 相交，因而 
包含在 K 中.所以 K 是开的， JC 是闭的. ■ 

3 •系 每个紧实数集都是闭的与有界的. 

证明由于 R 是豪斯多夫的，所以 R 的紧子集 K 必须是闭的.此外，区间1„ = ( —I «) 
构成 K 的一个开覆盖，因而它们中有一些肯定要覆盖 K . 因此 JC 必须有界. ■ 

4. 命题 紧集的连续像是紧的. 

证明令/为从紧集 k 到拓扑空间 y 映上的连续函数.若 u 是 y 的开覆盖，取遍所有的 
_ 06%则集簇 / H [0] 是 K 的开覆盖.根据 K 的紧性， U 中存在有限个集合0, ，…， 0„使得集 
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合厂 1 [ a ] 覆盖 K . 由于/是映上的，所以集合 Oi ， …，0„覆盖 Y . ■ 

S . 命题紧空间到豪斯多夫空间的一对一映上的连续映射是一个同胚. 

证明令 X 为紧空间， Y 为豪斯多夫空间，/是一对一映上 Y 的连续映射.为证明/是 
一个同胚，仅需证明它将开集映到开集或等价地将闭集映到闭集.但若 F 是; f 的一个闭子集， 
根据命题2,它是紧的，因而根据命题4, /[ F ] 是紧的，再根据命题2,它一定是闭的. ■ 

有时紧的性质用加细而非子覆盖来表述. X 的一个开覆盖 V 说为是开覆盖 U 的加细（或加 
细％),若 V 的每个元素都是％的某个元素的子集，那么不难看到 X 是紧的当且仅当； f 的每个 
开覆盖有一个有限加细.为以后的应用，我们也注意到， X 的任何两个开覆盖％和7有一个共 
同的加细，即所有形如 UflV 的集合，其中 L /6 U 且所组成的集簇. 

函 

1 . 证明 X 是紧的当且仅当它的每个开覆盖有一个有限加细. 

oo • 

2 . 令为递减的紧集序列> 即 K „ +1 CK „， 令0为满足 fllC „ CO 的开集，那么对某个〜 

71=1 

K „ CO . 

3. 证明紧豪斯多夫空间是正则的. 

4. 证明紧豪斯多夫空间是正规的. - 

5. 令/为紧空间 X 到豪斯多夫空间 Y 映上的连续映射，那么任意从 Y 到 Z 的映射反，使得 
紅。/是连续的，其自身也必定是连续的. 

a . 证明若( X ， 3) 是紧空间，则对于所有比3弱的&，（ X , &)是紧的. 

b . 证明若( X ， 3) 是豪斯多夫空间,则对于所有比3强的3 2 , ( X ，3 2 )是豪斯多夫空间. 

c . 证明若( X , 3) 是紧豪斯多夫空间，则任何弱拓扑不是豪斯多夫的，而任何强拓扑不是紧的. 

6 . 令 x 为紧空间， y 为从 X 到度量空间 < Y ， &的等度连续映射族，令〈/„>为7中的序列使得 
对于每个: /„ u )—/ a ), 那么在；致收敛于 /. 

7. 令 X 拓扑空间， < C „> 为递减紧连通集序列，那么门 c „ 是紧连通的.二个多手一点紧连適 
集合称为一个连续统. 

8 . 紧开拓扑. 令 X 和 Y 为拓扑空间，为从 X 到 Y 的映射所组成的空间.在 JT 上，通过取 

形如 jv k . 0 ={/6： t : /[ k ] co } 的集合作为子基集，来定义一种称为紧开拓扑的拓扑，其 
中 k 是 x 的紧子集，而0是 y 的开子集.因此紧开拓扑是； r 上使得集合 n k ，。为开集的最 
弱拓扑. . 

a . 令</„>为从 X 到 Y 的映射序列，其在紧开拓扑下收敛于映射/: X - Y , 那么对每个工6 
X 有 /( x )= lim /„( x ). 

b . 令</„>为从拓扑空间 X 到度量空间 ( Y ， or ) 的连续映射序列.证明在紧开拓扑卞，〈乂〉收 

敛于映射/: 当且仅当在 X 的每个紧子集 C 上，</„>一致地收敛于 /. 

9.2 可数紧性与波尔查诺-魏尔斯特拉斯性质 

一个比紧性弱的概念是可数 紧性： 对于一个空间 X ，若它的每个可数开覆盖有一个有限子 
覆盖，则称它为可数紧的.我们定义拓扑空间为林德勒夫的，若其每个开覆盖有一可数子覆 
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盖.因此一个拓扑空间为紧的当且仅当它既是林德勒夫的又是可数紧的.由于每个第二可数空 
间是林德勒夫的，这就得到了在已满足第二可数性公理的前提下，可数紧性等价于紧性.将命 
题4的证明运用于可数紧的情形就得到以下命题： 

6. 命题 可数紧 空间的 连续像是可数 紧的. 

若一个拓扑空间 X 的每个序列至少有一个聚点，即若存在一个使得对每个包 
含 x 的开集◦和每个 N ， 存在一个满足 x „60. 我们称该拓扑空间具有波尔查诺-魏尔 
_斯特拉斯性质. 

7. 命题 一个 拓扑空间具有波尔查诺-魏尔斯特拉斯性质当且仅当它是可数紧的. 

证明显而易见 X 是可数紧的当且仅当每个具有有限交性质的可数闭集簇 y 有一非_交 
集.假定 X 具有波尔查诺-魏尔斯特拉斯性质，且7={^}是具有有限交性质的可数闭集 

由于不存在 n 使得交为空，那么对于每个 rz 可以选择一个元素:根据波尔 

4 = 1 

查诺-魏尔斯 特拉斯 性质，序列<工„>有一聚点 X . 但对于所有 A6F ,.， 因而 X 必属于 F ,., 
这是由于巧是闭的.因此 x 属于每个 F ;， 即属于它们的交集. 

另一方面，假定 X 是可数紧的，〈: c ; > 是 X 中的序列，令氏为集合 U „， x „ +1 , 那么 

{瓦>是具有有限交性质的可数闭集簇，'因此存在一个点2属于门瓦由于给定 N 和任何包含 
: c 的开集0, 有工成, 所以点: c 是该序列的聚点.因而当时，必有一个: c 乂 0. ■ 

与波尔查诺-魏尔斯特拉斯性质相似的概念是序列紧性.对于一个空间 X ，若 X 中的每个 
无限序列有一收敛子列，我们说该空间为序列紧的.作为博雷尔-勒贝格定理的一个结果，对 
于度量空间来说，紧性、可数紧性、序列紧性这三者是等同的.一般而言，我们必须区分这些 
概念： 习题11给出一个序列紧的但不是紧的空间 例子； 习题41给出一个紧的但不序列紧的例 
子； 习题12表明一个空间可以是紧的而无须是可分或第一可数的. 

8. 命题 序列紧的空间是可数紧的.满足第一可数性公理 的可数 紧空间是序列紧的. 

证明序列紧性蕴涵着波尔查诺-魏尔斯特拉斯性质，其等价于可数紧性.而命题的第二 

_部分就是习题 8. 11的直接推论. ■ 

9. 命题令/为定义在可数紧的空间 X 上的连续实值函数，那么/有界且能取到它的最 
大值与最小值. 

用命题6以及 R 的每个可数紧子集是闭与有界的这一事实可给出该命题的证明.然而，我 
们给出了一个包含更多内容的直接证明.一个拓扑空间的实值函数称为上半连续的，若对于每 
个实数 a 集合 U : 是开的.若/连续，那么/和一/都是上半连续的.这表明命题9 

是以下命题的推论： 

10. 命题 令/为定义在可数紧空间 X 的上半连续实值函数， 那么/ 有上界且取到它的最 
大值 • 

证明集合 a = u : /(工)<旬构成 x 的一个可数开覆盖，因而必须存在一个有限子覆 
盖 {0: ，…， 0 N >. 但这蕴涵因此对于所有: c , fUXN, 因而/有上界.令/?= 
sup {/( x)i xex ), 珠么集合 
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F »= 卜: /(工)>卜 + ) 

构成一个具有有限交性质的可数闭集簇.因此存在一个属于每个的: y ， 那么/( 30 =沒且/在 
y 取到最 大值. ■ 

11 •命题 (迪尼）令〈/„>为在可数紧空间 X 上的上半连续的实值函数序列，且假定对于每 
个序列 </„( x )> 单调递减收敛于零，那么〈/«>—致收敛于 0. ' , • 

证明选取 e 〉0, 且令 0„ = { x : /„( x )< e }. 由于/„是上半连续的，所以0,是开的.因为 
对于每个: r ，/„( x )-0, 故有 XCUO „. 根据 X 的可数紧性，存在有限个开集似，…， CU ， 

其并集包含 X . 但这蕴涵 0 N -= X , 因而对于所有 .t, A ( x )< e . 若》>尺，我们有 0</„( x )< 
f N ( x )< e , 因此序列〈/»>—致收敛到0。 ■ 295] 

9. a. 实值函数/称为下半连续的，若 一/ 是上半连续的.证明空间 X 上的实值函数连续当且 

仅当它既上半连续又下半连续. 

b . 证明若/和 g 上半连续，则 /+ g 上半连续. 

c . 令 〈乂〉 为递减的上半连续函数序列，其逐点地收敛于实值函数/，那么/上半连续. 

d . 令</„>为可数紧空间上的递减的上半连续函数序列，且假定 lim /„ Cr )=/( x )， 其中/是 
下半连续实值函数，那么/是连续的，且〈/„>一致收敛于 /. 

e . 证明若上半连续函数序列〈/„>一致收敛于函数/，则/也是上半连续. 

10 . 令 X 为正规拓扑空间.那么以下命题 等价： 
i . X 是可数紧的. 

. ii . X 上的每个连续实值函数有界. 

iii . X 上的每个有界连续实值函数可取到它的最大值 . . . ^ 

11 . 令 X 为小于第一不可数序数的序数集合，且令 B 为形如 U : x < a ). { x ： a < x < bm { x t -^^ 
aCd 的集簇. 

a . 证明®是 X 的拓扑的一个基. 

b . 证明 X 序列紧但非紧.[提 示： 用该序数的良序性 .] 

c . 证明若/是 X 上的连续实值函数，则存在一个 x 。， 使得对于所有 x > x 。，/( x ) = 

/ Uo ). [提 示： 证明使得 / OcXii ^/ 的 x 的集合可数 .] 

12 . 令 y 为小于或等于第一不可数序数 n 的序数集合，且令 s 为形如 u : : r < a }、 u : « 

M 和 U : 的 集簏. 

a . 证明3是 X 的拓扑的一个基. 

b . 证明 X 紧但既非可分也非第一可数. 

9.3 紧空间的积 

本节我们证明吉洪诺夫定理一紧空间的积是紧的，它可能是一般拓扑学中最重要的定 
理.它在分析中的绝大部分应用仅用到（闭）区间的乘积这一特殊情形，但这个特殊情形并不见_ 
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得比一般情形更容易证明.下面从两个关于有限交性质的引理开始. 

12 . 引理令 a 为 X 的子集簇，且假定 a 具备有限交性质，那么存在一个簇: B ： Da 使得: b 具 
有有限交性质，且关于该性质是最 大的； 即没有包含 ® 的具有有限交性质的簇. 

证明考虑所有包含 a 且具有有限交性质的簇所构成的族，这个族是以包含为偏序的.根 
据豪斯多夫最大原理，存在一个极大线性有序的子族令 s 为 t 中簇的并.若氏 ，…，艮属 
于则每个瓦•属于某个 ei . ey . 由于？是以包含为线性有序的，这些簇中必有一个 e t 包含其 
他簇，因而所有 B , 都属于由于&具有有限交性质，门玖关0,因此 s 具有有限交性质. 
若貪二)®且 s ' 具有有限交性质，则 會包含 7中的每个 e ， 因而根据 y 的极大性它必须属于 y . 因 
此 ® 是这样集簇的并，其中一个是 b ' 的并,因而允 c :®. 这表明 s 关于有限交性质是最大的. ■ 

13. 引理令 S 为 X 的子集簇， 且关于有限交性质 最大，那么 S 中有限个集合的每个有限 
交仍然在: B ， 且与; B 的每个 集相交 的集合还属于 B . 

证明令政为 S 中集合的有限交所组成的簇，那么政是一个具有有限交性质且包含3的 
簇.因此根据3的极大性， = 

假定集合 C 与 S 的每个元素相交.由于 B 包含3中每个集合的有限交，这就得到 BLMC } 具 
有有限交性质，根据极 大性: BU { C } = S ， 因而 C6 ®. ■ 

14•定理（吉洪诺夫）令 〈； C > 为紧拓扑空间的加标族，那么积空间 XX 。在积拓扑下是 
[1971 紧的 • 

证明（布尔巴基）令&为 X 到 X 。的 映射， 它将每个:映到它的《重坐标，那么形如 
的集合的有限交所构成的集合，其中 Q 在 X 。开，构成 X 的拓扑的 一个基 
令01 为具有有限交性质的 x 的任意闭子集簇，且令 s 为包含 a 且关于有限交性质最大的集 
簇(不必闭）.令艮为形如; rjB ]， 其中 BE 3的又的子集簇，那么 軋具有 有限交性质，且根 
据:^的紧性，可以选取一个点 A 属于 Q [^( B )], 即点 A 是每个集合; r „[_ B ] 的闭包点. 令工 
为 X 中的点，其 a 重坐标是: 

对于某个《和某个属于&的使得 o a 的开集考虑形如％- 1 [ eg 的集合 S . 由于对 
于每个^是; r 乂_6]的闭包点，集合 S 必须与 S 中的每个 B 相交.根据引理13,我们必 
须有 S6B . X 的拓扑基: W 中每个包含工的集合就是这种形式集合的有限交集，根据引理13它 
必须属于 S . 令 F 为属于3的闭集，那么 F 与每个使得 x6JV 的相交.因此，：^是尸的 
闭包点，因而属于 F . 所以 x 属于01中的每个集， Ct 具有非空交. ■ 

13. R n 的每个闭有界集是紧的. 

14. 不用选择公理证明，若 X 紧且 J 是闭区间，则 XXI 是紧的.[提 示： 令 U 为 XXJ 的开覆 
盖，且考虑使得对于每个/<0,集合 XX [0, 可被 U 中有限个集合覆盖的最小 tei . 
用 X 的紧性证明 XX [0, t ] 也可被％中的有限个集合覆盖，且若 r < l , 前对于某个 t "> t ， 
XX [0, t "] 可被 1 L 中的有哏个集合覆盖 .] 

15- 证明可数个序列紧空间的积是序列凭的.[若<工„>是乘积中的序列，选取子序列 < W >, 其 
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第一 个坐标收敛，选取该序列的子序列〈4〉其第二、个坐标收敛，如此等等，则“对角的”序 
列 〈: cP 在积空间收敛 .] 

16. 单位区间的乘积产称为(广义)立方体.证明每个紧豪斯多夫空间 X 同胚于某个立方体的 

闭子集.[令5为 X 上的连续实值函数簇，其函数值属于 [0, 1]. 令 那么 X 映_ 

上 Q 的将工映到其/重坐标是 /( x ) 的点的映射 g 是一对一且连续的 .] ^ 

17. 令0= 户为一 个立方体，且令/为 Q 上的连续实值函数，那么，给定 e >0, 存在一个 Q 上 
的连续实值函数 g , 使得 I / 一 g I CeSg 仅有有限个坐标.[提 示： 用有限个长度为 e 的 
区间覆盖/的值域，且考察这些区间的逆像 .] 

9.4 局部紧空间 

对于拓扑空间 X ，若对每个: cex 存在一个 包含工 的开集0使得0是紧的，我们称它为 
局部紧的.因此 X 是局部紧的当且仅当具有紧闭包的开集簇构成 X 拓扑的一个基.每个紧空 
间都是局部紧的，而欧几里得空间 R " 却是一个局部紧但非紧空间的例子. 

局部紧豪斯多夫空间依然是最重要的拓扑空间之一，本节主要建立有关它们的一些基本性 
质.本章后几节的主题是附加了其他假设的局部紧空间行为，第13章则进一步讨论有关这些 
拓扑空间的命题.在这几节中我们始终假定 X 是局部紧与豪斯多夫的 . e 

以下命题提供了局部紧豪斯多夫空间的有用性质.我们首先断言 X 上存在足够多的实值 
函数，它的证明留给读者（习题18与 19). 

15. 命题令 K 为局部紧豪斯多夫空间 X 的紧子集，那么存在一个包含 K 的开集0满足 
D 紧.给定这样一个集合0, X 上存在一个连续非负函数/,其在0外为零，在 K 上恒等于 

1 . 若 K 也是一个 G f , 可以取在 K 上 /<1. _ 

若/是拓扑空间上的实值函数，那么/的支撑是集合 U : / u )#0} 的闭包.因此 
support / = { x ： f ( x ) # 0}. 

对于 X 上的实值函数簇{%}和覆盖 X 的集簇 {0 A }, 若每个％ 的支撑都包含于某+0,，则 
说{%}从属于 {0,}. 

16. 命题令 {0 A } 为局部紧豪斯多夫空间 X 上的紧子集 K 的开覆盖，那么存在从属于 
{0 A } 的连续非负实值函数的有限簇{仍， …， 朽}，使得在 K 上 

f 1 + ^2 H -1■朽三 1. 

证明令0为满足 KC0 的开集，且 D 紧.对于每个存在一个连续实值函数 
满足人 （工。）=1，0<八<1且对于某个 A , support 八匚 on 对于每个:<:。60〜 K ， 令 
为满足心。(工。）=1，0<心。<1,且 support g ~ C ； 〜 K 的连续实值函数.根据 D 的紧性， 

我们可以从这些函数中选取有限个/,，…，/， 幻 ，…，使得这些函数在其上取正值的集 
合覆盖 a 设 

f = tf ^ 

1 = 1 


© 豪斯多夫分离公理与紧性的组合是如此有用，以至于法国人(沿袭自布尔巴基)沿用术语“紧空间”来表示那些紧且 
豪斯多夫0空间，而用术语“伪紧”表示那些非豪斯多夫的紧空间. 
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* YiSi - 

i = l 

那么在 K 上/>0, support / CO , 在0上 / + g 〉0, 且在 iC 上 gsO . 因此 //(/+ g ) 连续且 
在 K 上三1.所以取弘=/，八 /+ W . ■ 

可以修改上面命题的证明，使得函数 弘是满 足某些限制条件的函数类，比如当 X 为可微 
流形时，它取为可微函数(见习题 25). 

下一个命题是完备度量空间的贝尔定理的一个类比，其证明留给读者(见习题 26). 

_ 17•命题令 X 为局部紧空间且 { CU 是可数稠密开集簇，那么门0„在叉稠密. 

因此每个局部紧空间关于它们自身是局部第二贝尔范畴，如同完备度量空间，贝尔范畴理 
论的多个定理都适用于局部紧豪斯多夫空间.我们只叙述这样一个后面将用到的结果. 

18 •命题 令 X 为局部紧空间.若0是一个包含于闭集的可数并集 UF „ 的开子集，那么它 
们内部的并集 UF °„ 是一个稠密于0的开集. 

以下命题和系刻画了局部紧空间中那些自身是局部紧的子集，其证明留给读者. 

19. 命题令1^为豪斯多夫空间 X 的稠密子集，且假定 Y 的子空间拓扑是局部紧的，那 
么 F 是 X 的一个开子集. 

20 . 系 局部紧豪斯多夫空间 X 的子集 Y 在其子空间拓扑是局部紧的当且仅当 Y 是一个 
相对于 P 的开子集. 

若 X 是局部紧豪斯多夫空间，可以构造一个新空间 X •如 下： 添加一个不属于 X 的单点 w 
到 X ,且取 X 的开子集或 X 紧子集的补为 X •的开集.那么 X •是紧豪斯多夫空间，且 X 到 
X * 的恒同映射是 X 与； T 〜 U } 之间的同胚.空间称为 X 的亚历山德罗夫单点紧化，且<« 
常常称为 X •的无穷远点. 

从一个拓扑空间 X 到一个拓扑空间 Y 的连续映射/称为适当的，若对于每个紧集 KCY ， 
/ _1 [ K ] 是一个紧集.从一个局部紧豪斯多夫空间 X 到局部紧豪斯多夫空间 Y 的适当映射，恰 
好是那些可通过将 X ‘的无穷远点映到的无穷远点，而被延拓为； T 到^的连续映射厂的 
X 到 Y 的连续映射. 

[2011 18. 令 X 为局部紧空间， K 是它的紧子集.证明存在开集 03 K 使得 D 是紧的.[提 示： 对于 
每个 xeic , 存在一个包含 x 的 使得 Dr 紧.令 o 为覆盖 k 的这些 a 的有限并集 .] 

19. a . 令 X 为局部紧豪斯多夫空间，且 K 是一个紧子集，那么 X 上存在一个连续实值函数在 

K 上恒等于1,而且集合 0={ x : fix ) 关 0} 有紧的闭包.[提 示： 用习题16、乌雷松引 
理和命题 8. 3.] 
b . 证明命题 15. 

20. a . 令 X '为 X 的亚历山德罗夫单点紧化.证明： T 中那些 X 的开子集或紧子集的补集构成 

X * 的拓扑，即两个这样集合的交集和任意这样集簇的并集仍然是一个这样的集合. 

b . 证明 x 到子空间〜{一的恒同映射是同胚的. 

c . 证明； r 是紧的且是豪斯多夫的. 
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21 . a . 证明 R " 的亚历山德罗夫单点紧化同胚于 R " +1 的一个球面边界. 
b . 证明习题11中空间 X 的单点紧化是习题12中的空间 

22 . a . 令0为紧豪斯多夫空间的开子集，那么0局部紧. 

b . 令0为紧豪斯多夫空间 X 的开集，那么 X 到0的单点紧化的映射在0上恒同，且将 
■ X 〜0的每一点映到 w 的映射是连续的. 

23. 令 X 和 Y 为局部紧豪斯多夫空间，/是一个从 X 到 y 的连续映射，令 X * 和 Y •分别为 ； f 
和 Y 的单点紧化，且 r 是从； r 到 Y •的 映射，其限制于 x 为/,并将； r 的无穷远点映 
到^的无穷远点，那么/是适当的当且仅当连续. 

24. a . 令； f 为局部紧 空间. X 的一个子集 f 是闭的当且仅当对于每个闭紧集 K , F 门 K 是 

闭轧 

b . 若； f 是满足 第一可 数性公理而非局部紧的豪斯多夫空间时，以上结论正确. 

25. 令 J 为局部紧豪斯多夫空间 X 上的实值连续函数族，且假定7有以下 性质： 

i . 若 / e ? 且 则 /+ gey . 

ii . mfe & Kgej , 则 // ge ?， 假定 support / CZ ^ eX : g ( x )^0}. 

in . 给定一个开集 oczx 与工。 eo , 存在 / e y 满足 /( x 。）= i ， o </< i , 且 
support fCZO . 

证明若要求弘属于 J ，命题16的结论仍然成立. 

26. 证明命题 17. [提示：利用贝尔定理的证明，其中用有限交性质代替 X 的完备性 .] 

27. 证明命题 18. 

28. 证明命题 19. 

29. a . 证明局部紧空间的闭子集局部紧. 

b . 证明局部紧豪斯多夫空间的开子集@局部紧的. 

c . 证明系 20 .[提 示 ： Y 在 F 稠密 .] 

9.5 «r 紧空间 

若拓扑空间 X 是可数紧集簇的并，则称它为 《 r 紧.在局部紧的前提下，有一些其他性质 
与^紧等价. 

21 . 定理令 X 为局部紧豪斯多夫空间，那么以下命攰等价： 
i . X 是林德勒夫. 

U . X 是 < 7 紧. 

iii . 存在开集序列 〈0„> 满足 0„ 紧， 0„ C 0, + J iLX = U 0„. 

iv . 存在适当的连续映射 95 : X -*~(0, oo ). 

证明为证明 （ i ) 蕴涵 ( ii ), 易见 X 被闭包为紧的开集覆盖.若 X 是林德勒夫的，我们有 
—个可数子覆盖这就得到 X = U 0 i >. 

令 X = UiC „, 其中1 <：„紧，令 Q 为满足⑦紧的开集且通过令0„为 
满足 a ■紧 并且包含紧集开集，递推地定义序列那么 ( o „> 就是符合要求的 
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__ 序列. 

令蚪为 满足在外 三1 且阳卯 0 ~„(=0„的连续实值函数•令 
<p = D (1 一 ?>"). 

n-l 

那么^是一个从 X 到[0,〜)的适当连续映射. 

( iv )^( i )： 令炉为从义到[0, ㈣ 的适当映射，那么 X = UK „， 其中尺„= 9 ^[[ 0 , «]]. 
由于是适当的，因此紧. X 的每个开覆盖 U 有一个覆盖 K ,, 的有限子簇 U ,， 那么 U = 
11%„是叉的一个可数子 覆盖. ■ 

满足性质 ( iii ) 的序列〈0„>称为； f 的一个穷举. 

函 

30. 证明在定理21的证明中所构造的函数 P 连续且适当. 

31. 对于局部紧度量空间（ X , ( 0 )，若对于某个: c 。 和所有 a 6(0, oo ), 闭球体 U : pCx , Xo )< 
fl } 是紧的，我们说它是适当的或有一个适当的度量. 

a . 令( X , 0为适当的局部紧度量空间，那么一个子集 K 是紧的当且仅当它既闭又有界. 

b . 每个适当的局部紧度量空间是 <7紧. 

c . 每个 a 紧且局部紧的度量空间( X ，0有一个适当的等价度量，.[提 示： 尝试，（ X ，^)= 
p ( x , >>)+| f (. x )—< p ( y ) I ,其中史是■上适当的实值函数 .] 

*9.6 仿紧空间 

我们说拓扑空间 X 的子集簇 e 是局部有限的，若每个: tex 有邻域 U , 且其仅与 e 的有限 
个集合相交.以下引理，其证明留给读者，在讨论局部有限簇时很有用，它们表明这样的簇具 
有一些有限簇的性质.… 

22 . 引理 令 {£,} 为拓扑空间 X 的子集的局部有限簇，且令 £= UE A ，那么 E = UE ,. • 

23. 引理令 {£,} 为拓扑空间 X 的子集的局部有限簇，且 K 是 X 的紧子集，那么 K 仅与 
{£,} 中的有限个集合相交. 

—个拓扑空间 X 称为仿紧，若 X 的每个开覆盖有一个局部有限开加细. 

斯通的一个著名定理曾断言每个度量空间都是仿紧的，有兴趣的读者可参考 Mary Ellen 
Rudin [26] 的一个合理的简短证明.本节我们在局部紧豪斯多夫拓扑空间建立仿紧性与一些其 
性质之间的等价性. 

在开覆盖的情形，一个有时会与局部有限相混淆的概念是星形 有限： X 的一个子集簇 {EJ 
称为星形有限的，若每个^仅与该簇的有限个其他元素相交.一个星形有限的开集簇是局部 
有限的.但是下面的例子表明，反过来不一定成立，令0„ = («，°°), n ^ O , 这个开集簇是 
[1, m ) 的局部有限覆盖，但不是星形有限的. 

24. 命题紧的局部紧空间是仿紧的. 

证明令见为 X 的开覆盖，且令〈0„>为定理21的 ( iii ) 所给出的； C 的穷举.令 U , 为形如 
LTD (0„ +1 〜 a _ 2 ) 的集簇，那么每个 U , 是 U 的加细且扎覆盖紧集 K „=. a 〜 CU . 因此存在一 
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个覆盖&的有限子覆盖叱.由于 x = UK „, 此簇 v = Uni ； 覆盖 X 且是％的 加细. 所以对于某 
个《,每个 xex 属于开集 o „ 〜 a _ 2 , 但这个开集仅能与集簇犯中的4个相交.由于每个如 
都是有限的， a 〜 a - 2 仅可与 v 的有限个集合相交.这就表明 v 是局部有限的. ■ 

25. 命题令 X 为局部紧豪斯多夫空间，那么以下陈述 等价： 

i . x 是仿紧的. 

ii . X 的每个开覆盖有星形有限开加细. 

iii . X 是 (7 紧空间的直并. 

证明显然， （ ii )=>( i ). 反之，令％为覆盖 X 的开覆盖.由于； f 是局部紧的， U 有一个 
由紧闭包的开集所组成的加细.根据仿紧性，这个覆盖有一个局部有限加细 V . 由于 V 的每个_ 
成员有紧闭包，它仅能与 V 的有限个其他元素相交，因此 V 星形有限. 

由于每个 C 7 紧局部紧空间是仿紧的，且仿紧空间的直接并是仿紧的，所以有 
因此接下来仅需证明 （ ii ) Xiii ). 为此，令 U 为具有紧闭包的开集 X 的星形有限覆盖.若 
U 中存在一个集合的有限链 LT 。， …，[；„，使得工61/。，1/*("1[/* +1 乒0且3；€!7„，设： csy 来 
定义 X 的等价关系，令 { Xd 为 X 关于=所分解成的等价类，那么 X = U 又， 且这是一个不相 
交集合的并集.给定:令7„为那些可用％中的 《 + 1 个或更少元素的链与 z 连通的 yeX 
所组成的集合，那么每个 K 是开的，且因为％星形有限，每个1是见的有限个元素的并.也 
有 7„ C = V „ +1 . 因此包含 x 的等价类是 IJV „， 因此是 <7 紧开集.所以 X 是 C7 紧集的直并. ■ 

26 . 系一个连通仿紧和局部紧空间是<7紧的. 

证明若仅存在一个直接被加元，那么直并只能是连通的. ■ 

32..证明引理 22. 

33. 证明引理23_. 

34. a . 证明仿紧的豪斯多夫空间是正则的.[提 示： 用引理22来改变习题3的证明 .] 
b . 证明仿紧豪斯多夫空间是正规的. 

35. 局部紧度量空间的一个扩充度量 P 称为适 当的： 对于每个: c 。 和每个 a 6(0, oo ), 集合 

{x ： p(x, 是紧的.证明一个局部紧度量空间仿紧当且仅当它可被一个适当的扩充 

度量所度量化. 

9.7 流形 

谈到 n 维流形，我们指的是连通的豪斯多夫空间 M , 该空间的每点有一个同胚于 R " 中球_ 
的邻域.有时也将此表达为说流形是一个连通的局部欧几里得的豪斯多夫空间.根据定义，一 
个流形具有欧几里得空间的所有局部性质.特别地，它是局部紧与局部连通的. 

每个同胚于球的邻域称为一个坐标邻域或一个坐标球.由坐标球 U 和 U 映上 R " 的球的同 
胚？>所组成的一个对 < U ， 0称为一个坐标图， 史 称为一个坐标映射.点工 eU •(在 R ”） 在？的坐 
标称为 x 在这个图的坐标. 

以下定理给出了流形的几个等价性质. 
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27. 定理令 M 为流形，那么以下陈述 等价： 
i . M 仿紧. 

紧. 

iii . M 是林德勒夫. 

iv . M 的每个开覆盖有一个星形有限加细. 

v . M 存在一个开子集序列 <a V 满足 a 紧， 0„ C 0„ +! 且 M = U 0„. 

vi . 存在一个适当的连续映射 p [0, ⑺）. 

vii . M 第二可数. 

证明由于 M 是连通与豪斯多夫的，定理21、25和系26蕴涵前6个条件等价.对于任 
意拓扑空间， （ vii ) 蕴涵 （ ii ;). 另一方面，假设 M 是林德勒夫，那么 M 可被可数个坐标球覆盖， 
且每个坐标球具有可数基，这些基的并是 M 的可数基，因此对于流形， （ iii ) 蕴涵 ( vii ). ■ 

所以流形可分为 三类： 紧 流形； 满足定理27的一个条件，从而满足其所有条件的非紧流 
形；不满足定理27的任何一个条件的流形.前两类流形习惯上称为仿紧流形. 

谈到流形 M 的图册，我们指的是使得覆盖 M 的坐标图簇 {〈 R , M 的一个图册 

称为可微图册，若只要 umu ^ o , 每个映射％。#是灼 [ u . n %] 到 R " 的可微映射. 

令 M 为具有可微图册 a 的 m 维流形， JV 为具有可微图册 S 的 n 维流形.从 M 到 N 的映射 
/说为是从 〈 M ， Ct > 到 〈 M , 的可微 映射： 若对于每个肌，蚪 ）6 a 和〈％, 办〉 »/。 
f 是 集合％ [ U a 「 l 厂 1 [%]]上的可微映射.对于流形 M 的 两个可微图册 < i 与 S ， 若从 〈 M , 
Ct > 到 〈 M , 与从 〈 M , S 〉 到 〈 M , CO 的恒同映射是可微映射，我们称这两个可微图册等价 • 
谈到 M 上的可微结构，我们指的是可微图册的等价类，且称一个具有可微结构的流形为可微 
流形.因此当给出一个 M 的可微图册时，就给出了一个流形 M 的可微结构.而从一个可微流 
形到另一个可微流形的可微映射概念仅仅依赖于它们之上的可微结构，却与给出该结构的特定 
图册无关. 

在可微流形的情形，定理 27( vi ) 中的 函数史 可取为可微的 • 

函 

36. 令: X "=(_ l ， DU [2, 3). 通过取所有开区间 U , 6) CX 和所有形如（一 e , 0) U [2, 2+ e ], 
0 < e < l 的集合为基使 X 成为一个拓扑空间.证明 X 是一个非豪斯多夫的局部欧几里得 
空间. 

37. 有些作者不要求流形连通，那我们就称这些广义流形为不 必连通 流形. 
a . 证明每个不必连通流形是(连通）流形的直并. 

b •修改定理27的陈述以描述不必连通流形的情形. 

38. 穆尔流形.令 X 为其元素是开右半平面（即 {〈 z ，： y > : x >0}) 的点和具有非负斜率的直线 
所构成的集合.直线 Z 的斜率和 y 截距分别写为 m ( Z ) 和 6 U ). 我们取半平面的开圆盘和 
集合 

V , = { I , | m ⑴一 m 0 |< e ，6( Z ) = 6。 } U I (y — 6。）/：)： 士 w 。|< e ， x < e }. 

定义为 X 的拓 扑基. 
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a . 证明 X 是连通豪斯多夫空间，且 X 的每一点都包含于同胚于 R 2 开子集的开集.（这样 
的空间称为二维流形或曲面). 

b . 证明 A ： (或任何流形）是局部紧的、完全正则且满足第一可数公理. 

c . 证明 X 有可数稠密子集，但不满足第二可数公理. 

d . 证明 X 是非正规的 • 

*9.8 斯通-切赫紧化 

令 X 为完备正则拓扑空间，7为 X 上满足丨/| <1的连续实值函数/所组成的族.若我 
们令 I =[— 1， 1], 那么根据习题 8. 48, X 同胚于集合 ECU 4> F = E . 由于 F 是紧豪斯多 
夫空间，那么集合 F 是紧豪斯多夫空间.若将 X 与 E 视为等同，我们有 X 是 F 的一个稠密开 
子集.空间 F 称为 X 的斯通-切赫紧化，记为扒 X ).我们用以下命题来概括它的一些性质. 

28 .命题令 X 为完备正则拓扑空间，那么存在惟一的紧豪斯多夫空间 ） S(X), 它满足以 
下 性质： 

i . 空间 X 是 jSCX ) 的一个稠密子集. 

ii . X 上每个有界连续实值函数可延拓为 沒(叉) 上的一个连续函数. 

iii . 若； c 是紧豪斯多夫空间 y 的稠密开子集，则惟一存在将 /3( x ) 映上 y 的连续映射 
使得对所有: cex , v ( x )= x . 

若 a : 局部紧，那么 x 是/ ?( x ) 的一个开子集. 

lBtm 

39. 证明命题 28: 

a . 若/是 X 上的有界连续实值函数，且满足丨/ I <1，则/是 q 在 X 的限制，且;^在 
沒( X )上 连续. 

b . 用 y 是 r 1 的子集这一事实证明 ( iii ). 这里 g 是 y 上满足 u i < i 的连续函数 g 所组成 
的空间. 

C. 证明 ysa ) 在以下意义是惟 一的： 若 Z 是另一个具有相同性质的空间，则存在一个扒;0 
与 Z 的同胚使得对所有的: 

40•令 x 和 y 为习题 ii 和12中所出现的空间.证明 /?( X )= y . 

41.令 N 为自然数集，讨论 p ( N ). 证明 N 的序列在 )5( N ) 收敛当且仅当其在 N 收敛.因此 )5( N ) 
是紧的但非序列紧. 

9.9 斯通-魏尔斯特拉斯定理 

令 X 为紧豪斯多夫空间.我们用 c ( x ) 表示 X 上的所有连续实值函数集合.由于 X 是正 
规的，根据乌雷松引理， C ( x ) 存在足够多的函数分离点；即给定 X 上的两个不同点与> 
我们能够找到 C ( x ) 中的函数/使得/(£)#/( 30 .由于常数乘于连续实值函数得到的函数是连续 
的， 且两个连续实值函数之和是连续的， 所 以集合 COO 是线性空间.若我们定义||/|| =max 
I fix ) I , C ( X ) 就成为一个赋范线性空间.若我们设 〆 /, g )= || /— g || , . 则 C ( X ) 成为一个度 
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量空间.作为一个度量空间， COO 是完备的. 

空间 ca) 也有一个环 结构： coo 中两个函数/和 g 的乘积 介 仍然属于 c(x). ca) 的函数 
所构成的线性空间 A 称为 一个 代数，若 A 中两个元素的乘积仍然在 A 中.因此若对于 A 中任何两 
个函数/和 g ， 以及任何实数 a 和 6 ,我们有 a /+ 敁属于 A 与介 属于 A , 则 A 是一个代数. X 上 
的一个函数族 A 称为分离点，若给定 X 的两个不同点: r 和; y , 存在一个 A 内的/使得 /( Z )# 
f ( y ). 本节我们研究 ca ) 的闭子代数，且证明若 A 是 c ( x ) 的一个子代数，且分离点，包含 
常值函数，是闭的，那么 A = COQ . 

空间 C ( X ) 还有一个格结构：若/和 g 属于则函数 (/ A ^)( z )= min [/(^；) ; 
g (： c )] 和函数 (/ V g ) U ) = max [/(: c )， g (龙幻也属于 C ( X ). C ( X ) 的子集 L 称为一个格，若对 
于每对属于 L 的函数/和也有 / Vg 和 / Ag 属于 L . 通过先研究函数的格再来讨论 
_ C ( X ) 的子代数是很方便的.以下命题可认为是迪尼定理的一个 推广： 

29. 命题令 L 为紧空间 X 上的连续实值函数格，且假定如下定义的函数 /I 

hCx ) = inf /( x ) 

是连续的，那么，给定 e >0, 存在属于 L 的 g ■使得对于所有属于 X 的： c , 0^ g ( x )~ hCx )<：£. 

证明对每个属于 X 的: c ， 存在一个属于 L 的函数叉，使得八(：!：)</ 1 (^)+ e /3. 由于 
/：<和&是连续的，存在一个包含 z 的开集使得 

I fAy )- fAx ) |<-|- 以及 U ( y )- A (^;|<| 

对所有: yea 成立.因此对于所有 ; yeOd fAy ) — Ky )< e . 现在集合 0 ,覆盖 X ，根据紧性， 
存在它们中的有限个集合，比如说 { O5 ，…， a 」 覆盖 X 令尽：/^八/ 12 八…八八„，那么 
g eL , 且给定: vex 我们可以选择 i 使得: yea ,.， 这就得到 

g ( y ) - h ( y ) ^ f Xi ( y ) - Uy )< B . H 

30 . 定理■为紧空间， L 为满足下列性质的 X 上的连续实值函 数格： 

i . L 分 离点； 即若: 存在一个 / 6L 使得 / U ) 关 /(： y ). 

ii . 若/€!•，且 c 是一个任意实数，则 c / 和 c +/ 也属于 L . 

那么给定 X 上任意连续实值函数 A 和任意 e >0, 存在函数使得对所有: cGX , 

0 < g (. x ) — h (. x ) < e . 

在证明命题之前，我们首先建立两个引理. 

31. 引理令 I •为 紧空间 X 上的实值函数族，且满足命题 30 的性质 G ) 和 ( ii ), 那么给定任何两 
个实数 a 和6，以及由 X 的不同点所组成的对 x 和: v , 存在一个 /6 L 使得 /(: c )= a 、/(>»)=& 

证明令 g 为 I ■.中的函数使得(: y ). 令 
|21 l | f _ a — b 1 bg ( x ) — ag ( y ) 

g ( x ) ~ g ( y) g gix )— g ( y ) 

那么根据性质 ( H )，/ 6L 且 / Gt )= a ， f ( y )= b . _ 

32 . 引理令 L 为命题 30 给出的 L , 令 a 和 6 为满足的实数， F 是 X 的一个闭子集， 
p 为不在 F 中的点，那么存在 L 的函数/使得 /( 夕） = a 且对于所有: cGF , fU )> b . 

证明根据引理31，对于每个 xGF 我们可以选择，函数入使得 
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令^尸卜： fAy )> b ), 那么集合 { O t } 覆盖 F ， 且由于 F 是紧的，存在有限个似, ，…， a „} 
覆盖 F . 令/=/:, V … V / In ， 那么尺!<， /( / >)=4, 在 F 上/>汄若用 / Va 代替/，也有 
在 X 上 /> a . ■ 

命题30的证明由于 L 非空，根据 ( ii ) 常值函数属于 L . 给定 geC ( X )， 令 £/={/: 

L 且/彡容}.若能证明对于每个 P 6 X ， 我们有 g (/»)= inf /(》），/ ei / 那么命题30即可由命 
题29得到.选取一个芷实数 7 .由于 g 是连续的，集合 

F = \x ： g(x) ^ g(p)+Tj} 

是闭的.由于 X 是紧的， g 在； f 上有界，比如说它以 M 为界.根据引理32,我们可以找到一个 
函数 /6 L ， 使得/>容({)+ 7 ，/(户)=总(/>) + 7 ,且在 F 上 /( x )> JVl 因为在 F 上 gCgCp+w 
所以有在 X 上 ff </. 因此 /6 L '， 且/(/>)< 〆 />)+,•而7?是任意的正数，我们有 g (/>) = 
i n f /(/>)，/ eL '. m 

33. 引理给定£>0,存在一个单变量多项式 J 3 , 使得对子所有 se [—1， 1] 有 I FG )- U II < e . 

证明令为 （ l _ i ) 1/2 二项展开所得到的级数,该级数在区间 [0,1] 关于 /— 致收敛. 

n=0 

因此，给定 £ >0,我们可选取 N 使得对于所有 t 6 [ M ]， 有 

I (1 — t) in — Qn( 0 |<e ， 

其中 ^ P (5)= Q N ( l - i 2 ), 那么 P 是 s 的一个多项式，且对于沒 [-1, 1], 

n = 0 

|M -PCs) I <e. ■ 

34. 定理 (斯通-魏尔斯特拉斯） 令 X 为瘡空间， A 是 X 上分离 X 的点且包含常值函数的 

连续实值函数所构成的代数，那么给定 X 上任意连续实值函数/和任意 e >0, 存在 A 中的函 
数使得对于所有属于 X 的: c , 有 | ff U )-/( x ) | < e . 换言之， A 是 C ( X ) 的一个稠密 
子集 . 亡 .. . . 

证明令 A 表示 A 作为 C ( X ) 子集的闭包，因此 S 由定义在 X 上且为 A 中函数序列一致 
极限的那些函数组成，容易证明 A 本身就是 ； f 上连续实值函数的代数.该定理等价于说互= 
c ( x ). 若我们能证明又是一个格点，则这个结论可由命题30得到.令 / eA 且||/||<1，那么给 
定 £ >0 ，II |/| - P (/) tf < e ，其中 P 是由引理33所给出的多项式.由于 A 是一个包含常数的代 
数， P (/) eA , 且由于 A 是 C ( X ) 的闭子集，我们有|/| 6 A . 若现在/是 A 中的任意函 
数，则// II/II 的范数为1,因 M//II/II 属于万，因此1/1也属于所以 S 包含 A 中每 
个函数的绝对值.但 

f\/g= y(/+g) +y \ f~g\ 

且 

/ A g = j (/ + ^) -y I /- g ： I - 

因此 A 是一个格点且根据命题 30 它必须是 C ( X ). ■ 

35 . 系在 R " 中，闭有界.集合； f 上的每个连续函数可被多项式（坐标)一致逼近. 
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证明坐标函数中所有多项式的集合是一个包含常数的代数.由于坐标函数对所给 R n 中 
的不同点取不同的值，所以它分离点，因此定理 34 适用. ■ 

Biaa 

42 •令/ 为 R 上周期为 ^的连 续实值 函数； 即证明，给定 e >0, 存在一 

N • 

个如下给出的有限傅立叶级数炉， < p ( x )= a 0 + 2 cosTiz+h sinn ^)， 使得对于所有的 

B =1 

_ X , I 9>( x )-/( x ) I < e . [提 示： 注意周期函数实际上就是定义在单位圆周上的函数，且 
cos mx cos M ： c = + { cos ( m +72): ccos(m 一打)工}，等等 .] 

43. 令 A 为紧空间 X 上连续实值函数构成的代数，且假设 A 分离 X 中的点，那么或者互= 
c ( X ), 或者存在一点/^叉且：？ = {/ : / ec ( x ), /(/»)= o }. [提示：若 ies ， 我们已 
完成证明.若 3/ eA ， 其无处等于零，那么 ieX 若对于每个: cex , 存在一个 / e a 满 
足 /( x )#0, 那么满足 g >0 处处成立 .] 

44. 令 7 为紧豪斯多夫空间 X 上的实值连续函数族，且假定 J 分离 X 中的点，那么； T 上每个连 
续实值函数可被7的有限个函数的多项式一致逼近. 

45. a . 令 X 为拓扑空间， A 为 X 上的实值连续函数集合.若对于所有 /€ A , 

则定义 x =： y . 证明=是一个等价关系. 

b . 令文为=的等价类集合，且^是叉到叉的自然映射.证明对于每个 / eA ， 惟一存在 
X 上的实值函数7使得/=/» p 

c . 令叉具有由这些7所生成的弱拓扑，那么？》是连续的 

d . 若 X 紧的，则 X 也是紧的，且 ( b ) 中的函数/是连续的. 

e . 令 X 为紧空间，且 A 为 C ( X ) 中包含常值函数的闭子代数，那么存在紧豪斯多夫空间 X 
和一个 x 映上 x 的映射 y ， 使得 a 是形如7。 9 的灰有函数/的集合，其中7芒 c ( x ). 

46. 令 X 和 Y 为紧空间，那么对于 . XXY . 上每个连续实值函数/和毎个 e >0, 我们能找到； f 
上的连续实值函数沿，…，& ■和 Y 上的连续实值函数 M ，： ...，' h „， 使得对于每个〈 X ， 3-)6 
xxy , 有 

• |/(^»^) — ^ gi ( x ) h i ( y ') |< e . 

47. 魏尔斯特拉斯定理说的是定义在 R ” 立方体上的连续函数可被多项式，致逼近，该定 3 S 可被 
逼近多项式的积分公式直接证明 e . 通过证明代数 a 内范数为1的函数给出了 X 到无穷维立 
方体 X { J /: / ea , 11/11=1} 的映射，证明这个特殊情形蕴涵一般的斯通-魏尔斯特拉斯定 

_ 理.用铁策扩张定理和习题17证明，每个 X 像上的连续函数可被(有限个)坐标函数的多项 
式逼近. 

斯通-魏尔斯特拉斯定理给出了关于连续函数的代数逼近的精确信息.一个自然的问题是 
可被连续实值函数环逼近的函数性质，也就是说，若不再规定是否可乘任意实数.以下三 


© 例如，见 R. Courant and D. Hilbert, MathematischePhysik , Bd. KBerlin： Springer-Verlag，.1931〉，55-57 页. 
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个习题是有关于此的一些结果. 

48. 令 J 为 R 内的区间[ — 4 : 1 〕，/長 f 上的连续实值函数，使得/(一 1 )、/( 0 )和/( I )是整 
数，且/( I )三 /( — l ) mod2 , 那么给定 e > 0 , 存在具有整系数的多项式 P 使得对于所有 
工61，有丨 /( x ) — P ( x ) I < e . 提示： 

a . 令 9 为如下定义的多项式 p — — z )， 那么 9 是一个单调递增函数， 

-不动点是 0 , 士和 1 . 

b . 选取 e >0, 那么 p 的某个迭带％是一个具有整系数，且在 [0, 1] 上单调递增的多项式， 

且使得对于 1— s ]， | 93„( x ) —y I < e . 

c . 给定一个实数 a ，0< a < l 和任意 e >0, 那么存在具有整系数的多项式 〆 且无常数项）， 

使得在[0, 1] 且对于所有属于 [ e , 1— e ] 的： c ， | ^( x)-a | < e . 

d . 令 p 为具有整系数的多项式，且假定 p (— 令沒为任意实数，那 
么对于每个£>0,在[一 1, 1] 上奸可被具有整系数且无常数项的多项式在误差不超过 
£的范围内逼近. 

e . 将习题的陈述归结为 ( d ) 和斯通-魏尔斯特拉斯定理. 

49. a . 令 X 为集合， _ R 为 X 上的实值函数环.令！为那些可被 R 中函数一致逼近的所有实值 

函数环. 若代 R ， J . sup I /( x ) I < 1，则对于每个实数 c ， cfeR . 
b . 令 X 为紧豪斯多夫空间， i ? 是 X 上连续实值函数环使得 l € i ?， 且对于每个由不同的 
点 x 和 y 构成的点对，存在 i ? 中函数 / u ) 使得 /( x )#/( y ) , 且对于所有 
I f ( z ) I <1,那么 X ■上的每个连续实值函数可被 i ? 中的函数一致逼近. 

50. a . 习题48的陈述可略加改进.例如，我们可以取区间 J 为包含于（一#, #) 的任何闭区 

间[在 J 上，多项式 x z — 1绝对值至多为 1. 运用习题 49 b .] 
b . 证明不能取习题48的 I 为[_2, 2]. 

[提 示： 若 P 是具;有整系数的多项式，则 

^[ 2 P ( x )(4- x 2 )- 1/2 cb . 


12151 


是一个整数 .] 


[ 216 ] 
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10.1 引言 


我们将研究被同时赋予拓扑结构与代数结构的一类空间.对于一个元素集合若有一个 
XXX 到 X 的函数“ + ”和一个由 RXX 到 X 的函数并满足下述条件，我们称它为实数 
域上的向量空间（或线性空间、线性向量空 间）： 
i ， x+y=y+x. 

ii . 

iii . 存在属于 X 的向量 0 使得对于所有属于 X 的 x 成立. 

iv . A ( x +^)= Ax + A ^> A6R » x , 

v. (X+/x)x=Xx+/xx ； A» R» j ： 6X. 

vL = A j /xd 工 6 X. 

vii. 0 • x=di 1 • x=x. 

我们称“ + ”为加法而称“ •”为数乘. 应该注意 ( iii ) 中定义的元素沒是惟一的，这是因为若 
〆 也具有同样性质， 则户扦 元素 （一1)1 称为 X 的负元素并写为 一 X. 我们有 

ar + (— x ) = 1 - ar + (- l)x = (1 一 1 ) 事念 0 i — 

定义在向量空间的非负实值函数 II II 若满足以下条件，我们称它为一个 范数： 

i . | ： 4 ： || =0<^ x = d . 

ii . || x+y II < II x || + || 31 || . 

iii . lUxll = lal IU II . 

对于一个赋范向量空间，若定义一个度量 P 为 〆 : t , : y )= || z — ， 它就成 '为一个度量空间. 
当谈到赋范空间的度量性质时，我们指的是这个度量. _ '' 

若赋范向量空间在这个度量中是完备的，则称它为巴拿赫空间.第6章中给出了巴拿赫空 
间的各种例子.另一个例子是紧空间 X 上的全体实值连续函数构成的空间 C ( X ). 这里我们重 
述命题 6. 5, 且注意到第 6 章 给出的证明对任何赋范向量空间仍有效. 

1. 命题一个赋范向量空间是完备的当且仅当每个绝对可求和序列是可求和的. 

向量空间 X 的非空子集 S 是一个子空间或线性流形，若只要心和: c 2 属于 S , A ^,+ A 2 x 2 
属于 S . 若 S 也是 X 的一个闭子集，则它称为一个闭线性流形.任何线性流形族的交集是一个 
线性流形。因此，给定 X 中的一个集合 A ,总存在包含 A 的一个最小线性流形，我们通常将 
这个流形记为 { A }. 

若 A 是; C 的任意集合，我们用 A + x 表示所有形如的元素 z 的集合，那 
么集合 A + z 称为 A 的 x 平移.集合 AA 是所有形如; U 的元素的集合，其中: c € A ， 而 A+B 
是所有形如: t +： y 的元素的集合，其中 I 属于 A 而 y 属于 

MB 

1. 证明若 • r ，:*:， 则 || x „ || -^ || x || . 
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2. 两个范数II *|_和11 _ il: 称为等价，若存在一个正常数 K 使得 K— 1 Hxil^ ||x|| 2 < 
KlIxL. 若两个范数等价，则由它们导出的度量一致等价.证明习题 7.10b 中引入的关于 
R" 的度量是由关于 R" 的范数导出的，且这些范数都是等价的. 

3. 证明“ + ”是从XXX到X的连续函数且“ • ”是从 RXX 到X的连续函数. 

4. 证明一个非空集合 M 是线性流形当且仅当 M+M=M 且对于每个; U AM=M. 

5. a. 证明一族线性流形的交集是线性流形. _ 

'b. 证明存在一个包含给定集合 A 的最小线性流形 {A}. 

c. 证明 {A} 由所有形如 AA+ … +A„：c„ 的有限的线性组合组成，其中 x, 七 A. 

6. a. 若 M 和 N 是线性流形，则 M+N 也是线性流形，且 M+iV={MUN}. 
b. 若 M 是线性流形，则 M 也是线性流形. 

7. 证明 [0, 1] 上的所有多项式组成的集合 P 是 C[0, 1] 的一个线性流形.它是闭的吗？给出 
C[0, 1] 中闭线性流形的例子. 

8. 对于线性流形 M， 若存在有限个元素巧 ，…， &使得祕={^，…， x „), 我们说它为有限 
维.证明赋范向量空间X的每个有限维线性流形必定是闭的. 

9. 令 S 为中心在0半径为1的球体，即5={:^ 证明 S 是开的且 

S = {j ： : II x || < 1}. 

我们称 S 为开单 位球面 (或球)， S 为闭单位球面(或球). 

10. 若定义在向量空间 x 上的非负实值函数 IMI 满患|.工+7 II < llx II 且 IU 工II = 

I a I II X II ,则称它为拟 范数 . 证明由II X—J II =0定义的关系：是与加法和数乘相 
容的等价关系，即若则 11 x11 = || ：y II . 令: T 为叉在=下的等价类的集合，若我们 

; 定义 ctx'+jSy 为包含《:+办的（惟一）等价类，其中 y ^ y , 且对于 x€x '定义 

II X x || = || X II，则 Y 变成一个赋范向量空间. 将义 映上X'的映射 p 将X的每个元素映 
入它所属的等价类X',该映射^是叉.映上X的同态(称为自然同态). P 的核是什么？用. 

[0, 1] 上的1/空间说明这个过程 • 

11. 令； C 为赋范线性空间（具有范数II || ) 且 M 是X的线性流形.证明 lliL^i&llx—mil 
定义了 X上一个拟范数，令: T 为由X导出的赋范线性空间且拟范数II • lli 用命题10描 
述的过程得到.从X映上; T 的自然映射95的核为 M. 证明 f 将开集映入开集.空间X'通 
常记为 X/M 且称为X模 M 的商空间. 

12. 证明若X是完备的且 M 是X的一个闭线性流形，则 X/M 也是完备的.[提 示： 用命 

题 1.] 國 

10.2 线性算子 

A 是向量空间X到向量空间 Y 的映射，如果对于所有属于X的 a 和 x 2 和所有实数和 
0：2有 

A(aiXj + a 2 ^ z ) = aiAx ] +a 2 Ar 2 

我们称它为线性映射、线性算子或线性 变换. 若X和 Y 是赋范向量空间，我们称一个线性算 
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子 A 有界，若存在常数 M 使得对所有的 z 有我们称这个 M 的最小值为 A 
的范数且将它记为 II A II . 因此 


由于 A( a ：c)=«A：c, 我们也有 

II A || = ^ sup ^ || Ax || = || Ax || . 

从 X 到 y 的有界线性变换 A 称为 X 与: T 之间的同构，^存在 y 到 X 的有界线性变换 B 使得 
AB 是 y 上的恒同映射且 BA 是 X 上的恒同映射.以下命题将线性算子的有界性与连续性的概 
念联系起来. 

2.命题 一个有界线性算子是一致连续的-若一个线性算子在一点连续，则它是有界的. 
证明假设 A 有界，那么 

|| Axi — Ax t II < II A || • || xi — || < e 

于所有 X 中满足 || 而 一x 2 || < e / || A 1| 的而和 x 2 成立.因此 A —致连续. 

现在假设线性算子 A 在: c 。 连续，那么存在一个5>0使得对所有使得 ||x — x 。 ||<沒的 x ， 


II A || 


II Ac || 


㉟ 羽 


|| Ax — A 工。 || <1. 对于 X 中的任意满足的; e ， 设《;= 72 ：/ IU || ，其中0< 7 <5,那么 


[2201 


且 


-Az = Aw - Ai-w + xo ) — A ( x 0 


|| ^ || II Az || = || A(w + x 0 ) — A(x 0 ) II <1. 

由于 IU+ 工。一工。 || = |卜|| = 7 <心相应地， || || 彡,- 1 || 之 || 且 A 有界. ■ 

3. 命题所有赋范向量空间 X 到巴拿赫空间 Y 的有界线性算子构成的空间; B 自身是一个 

巴拿赫空间. . . . . 

证明若 A 与 B 属于 B, 我们定义 oA + 坪为 ( a A+ 评): c= a A ： c+ 坪: c; 容易看出它是一 
个线性算子.现在 

II AA |! w' ^sup^ || AAx II = I A I a || Ac || = I A III A II 
且 

|| A + B || = d || Ar+Br|| < || Ax || + ||：Bx || ) < || A || + || B || . 

因此任何两个有界线性算子的线性组合仍是一个有界线性算子.若 ||A||=0, 则 
|! Az || < || A || - || x || = 0, 

因而 Ax = & 因此 || A|| =0 仅对算子0成立，其将每个: c 映到汰 因此 || II 满足一个范数的所 
有要求，我们仅需证明若 Y 是完备的则 S 也是完备的. 

令 (A,} 为 B 中的柯西序列.对于毎个 zeX 我们有 || Aj—A^IKII A„-A„_ || • || x || , 
因而 〈A#〉 是 Y •中的一个柯西序列且必须收敛宁 Y •中的元素 >，我们称这个元素为 Az. 根摒 
Ax 的定义， A(Az)=AAz 且 A (x! + z 2 )= Axi + Ax 2 . 

为证明线性算子 A 有界，我们观察到，给定 e>9, 存在一个整数 JV 使得对于所有 m， 
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W 有 II A „- A m || < e . 因此对于所有 有 || A „ || < || A N || + e ， 因而 

|| Ar || = Iim || A„x || < ( || || + e ) || x || . 

因此 A 有界. 对于每个属于 X 的 x 我们有 

II A„x — Ac || = Iim 1 A„x — A m x || 

< lim || A „ — A m || || x || 

< e II x || 國 

因此对 n > N , 

II A,. — A || = d || (A„ - A)x || < e. 

因此 A n — 义且®是完备的. ■ 

鼴 

13. 证明若 A^—A 且则 

14. 算子 A 的核是集合( X : Ax = d ). 证明一个线性算子的核是一个线性流形且一个连续算子 

的核是闭的. , 

15. a . 令 X 为赋范线性空间且 M 为闭的线性流形，那么从 X 映上 X / M 的自然同态 p 的范数 

为 1. 

b . 令 x 和 y 为赋范线性空间， A 是从 X 到7的有界线性算子，其核为 M ， 那么惟一存在 
从:? s ：/ M 到 Y 的有界线性算子 B 使得 A = B 。？. 而且， || A || = || B || . 

16. 令 X 为度量空间，且令 Y 为由 X 上的在一个固定点消失并对某个 M (依赖于 /) 满 
足丨 fU )- f ( y ) I < M p ( x , jO 的实值函数/组成的空间.定义 

那么 Y 是一个赋范线性空间.对于每个： c € X ， 定义为(/)=/&〉的 Y 上的泛函^是 
—个有界线性泛函，且 11^— f , || = 〆 〜 y ). 因此 x 等距于空间 y •的子集. p 为 y 到 
R 的有界线性算子所组成的空间.由命题3,由于 y •是完备的，因此这个子集的闭包给出 
Y 的完备化，且我们有定理 7. 9的另一个证明. 

10.3 线性泛函与哈恩-巴拿赫定理 

—个向量空间 X 的线性范函是 了个从X 到实数空间 R 的线性算子，因此一个线性泛函是 
一 个使得 /(<«+ 办)的 X 上的实值函数.我们关注的第一个问题是如何将一 
个线性范函从子空间延拓到全空间 X 以保持该泛函的各种性质，其首要结果是下面的 定理： _ 

4. 定理（哈恩-巴拿赫） 令为定义在向量空间 X 上的实值函数满足 />(: c + y )</>(: c ) + 

/ >(； y ) 且对于每个 a >0, p (< w ：)= a />(: c ). 假定/是定义在子空间 S 上的线性泛函，对所有属于 
S 的 s , 满足 /( s )</>( s ), 那么存在一个定义在 X 上的线性泛函 F 使得对所有的 工 ， FUX 
p ( x ), 而对所有属于 S 的 F ( s )=/( s ). 

证明考虑所有定义在 X 的子空间且满足只要 g ( x ) 有定义就有的线性泛函 
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g - 若定义是 gl 的延拓，即 客1 的定义域包含于 g2 的定义域且在 gl 的定义域有 gl=g2， 就设 
gl < g 2 , 这个集合由此成为偏序集. 

根据豪斯多夫极大原理，存在包含给定泛函/的极大线性序子族 UJ. 我们定义这些& 
的定义域的并集上的泛函 F: 若： c 属于 g 。 的定义域设由于{仏}是线性序的，因 
此该定义与《的选择无关. F 的定义域是一个子空间且 F 是一个线性泛函，这是因为若: c 和; y 
属于 F 的定义域，则对某两个 《， 丨 x 属于&的定义域而3/属于&的定 义域. 根据的线性序 
我们有或者心比如说前一种情况成立，那么 x 和; y 在心的定义域内因而; 

在心 的定义域内，因而在 F 的定义域内，且 F(Ax + p;y) =&(Ax+//；y) =；lg〆;?:） + 伸〆: y) = 
XFU )+ M F ( y ), 因此 F 是 / 的延拓.进一步地， F 是极大延拓.这是因为若 G 是 F 的任意延 
拓，根据的极大性，蕴涵 G 必须属于 {&}• 因此 G<F， 因而 G=R 

剩下的仅需证明 F 对所有有定义.由于 F 是极大的，若我们能证明每个定义在X 
的适当的子空间了且满足尽⑴ <W) 的 g 有一个适当的延拓 A ,也就证明了该结论. 

令 3* 为属于X〜: T 的一个元素，我们将证明 g 可延拓到由: T 和 y 张成的子空间 U, 即延 
拓到由形如 b+i，fe:r 的元素组成的子空间.若;^是尽的一个延拓，必定有 
HXy + 1 ) = ih (, y ) + h { t ). = Ah ( y ) + g ( t ), 

因而只要我们指定奴: yO, h 就有定义. 

对 于。， i 2 €T, 我们有 

g(tj)+g(t 2 ) - g(ti+t 2 ) < plti + « 2 )< p(h — y )+ p ( t 2 + y ). 

因此 

—pity— y) + gih) ^ P(h + ： y) — g(-h) > 

因而 

sup [— fi(t — y ) + g ( t )] < in {[ p ( t + y ) — g-(t)]. 

定 义奴； y)=« ，其中 cr -实 数使得 

sup[— />(« — y ) +^(«)] < a < inf[/)(« + 3i) —〆《)]• 

现在我们必须证明 

hiXy + t ) = Aa + git ) < piXy +«). 

若 A >0, 则 

hx + git )= A[o + g-(«/A)] 

<A[{pa/A + y)-g(i/A)}+g(«/A)] 

=A/>(</A + y) = pit -\- Xy ). 

若久=— y<0， 则 

—+ g (. t )= //(—«+ g ( t / fl )) 

^ ； fi(.{pit/fi — y) — git/ft) } +git//i)) 

= fJLpCt//l — y ) = pit — fxy ). 

因此对于所有 A， 奴 Ay+i)</>(A：y+t)， 办是 g 的适当延拓. ■ 

哈恩-巴拿赫定理具有广泛应用，其中许多应用是通过巧妙选择次加性函数声来实现的， 
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命题6和7与定理20便是这种类型的运用.以下命题是哈恩-巴拿赫定理的有用推广（参见习 

题20与 21). 谈到向量空间X上的线性算子的阿贝尔半群，我们指的是从X到X的线性算子 

的集合 G 使得若 A 与 B 属于 G , 那么且 AS 属于 G. 我们也假定恒同算子属于 G. 

5. 命题令 X， S, 声和/如定理4中定义，且令 G 为X上的线性算子的阿贝尔半群，使 

得对于每个属于 G 的 A 我们有 p(Ax)<p(x) 对所有属于X的 x 成立，而对于每个属于 S 的； 

我们有 As 属于 S 且 /(As)=/0), 那么存在/到X上的线性泛函的延拓 F 使得对于所有属于 

X 的 X ， F(x)<p(x) 且 fXAd-PXx). )224] 

证明用以下方式定义 X 上的函数<7: 

q ( x ) = inf — p { A x x -\~ ••• -\- A „ x ). 
n 

其中 inf 对所有 G 的有限序列 〈An …， 取.显然我们有且对于有 9 (< w) = 
aqU ). 对于任意属于 X 的 工和: y 以及任意 G 中的有限序列对 〈A” …， A„> 和， •••.，B„>, 

我们有 

七 (KIH) 

对于每对 〈A,.>,〈BJ 取下确界，我们得到 

9(x + y) < qCx ) + q ( y ). 

由于？(0)=/>(0)=0，我们有 _ 

0 = q(x — a:)< q ( x ) + q (— x ) •.一 '… :' 

<g(x)+p(-x). 

因此9(工)不能为一~，且9是实值. 

对于属于 S 的^ 

/G) = 士 /(A!S + …+ Aj) < 士 /)(A!S + … +A„5). 

因此 f ( s )< q ( s ) ，用9代替》我们可以运用定理4来得到/到所有X的延拓 F 使得 F(x)< 

?(: cXpU). 接下来仅需证明 F(Ax)=FU ). 现在 

q ( x ~ Ax )^. — p{{x — Ax ') +A(x —Ai) + … + A" (x — Ax )) 
n 

=— A n ^ l x ) < ^\_ p { x ) + /»(— x )]. 

由于这对于每个 n 成立，我们有 gGc — A：r)<0. 由于 

Fix ) — F ( Ax ) = F(x —Az) ^ q (^ x — Ax ) <0， 

我们有 FUXHAc), 且将此运用于 一:c， 我们得到 F(x) = F(A：c). ■ 國 
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6.命题令 z 为赋范向量空间 X 的一个元素，那么存在一个 X 上的有界线性泛函/使得 
/( 工 )=11 /II II X II • 

证明令 s 为所有:的倍数组成的子空间，定义 S 上的函数/为 /( Ax )= A | U || 且设 
p ( y )= II y II ,那么根据哈恩-巴拿赫定理存在/到 X 上的线性泛函的延拓使得 /( y )< II y || . 
由于 /(- y >< ib . ii ，因此有 II /II < i ， 也有 nx )= iu || < ii /|| • || x || ，因此 || / i : =i 
且 /( x)=imi . iuii . ■ 

7 •命题令了为赋范线性空间 A ■的线性子空间，令3/为 X 的元素，其到 T 的距离至少为 
s , 即元素 y 使得对于所有的斤了有 ||： y —那么存在一个 x 上的有界线性泛函/满足 
11/11 <1, f ( y )= S , 且对所有圯 丁， /( f ) =0. 

证明令 s 为由了和3/张成的子空间，即由所有形如灯+«, '的元素组成的子空间， 

定义 /( 町+«)=也那么/是 S 上的一个线性泛函，且由于 || 町 + t || = | a | • || y + t/a || > 
ad , 在 S 上有根据哈恩-巴拿赫定理，我们可以延拓/到所有 X 使得 /(: c )< 

II a : || ,但这蕴涵 ll/ll <1. 根据/在 S 上的定义，对于 t 6 了我们有/⑴=0且 /( y )= d . ■ 

赋范空间 X 上的有界线性泛函所组成的空间称为 X 的对偶（或共轭），记为；由于 R . 
是完备的，根据命题3,任何赋范空间 x 的对偶； r 是巴拿赫空间.两个赋范向量空间称为等 
距同构，若它们之间存在保持范数的一对一的线性映射.从抽象的观点看，等距同构的空间是 
相同的，同构映射仅对于元素重新命名.在第6章我们看到对于1<户<00, 1/的对偶是 L 〃（等 
距同构），且存在一个用 P 的元素来自然地表示 P 上的有界线性泛函的方式. 

现在可以证明类似的表示对1/°[0,1]上的有界线性泛函不成立.我们注意到 C [0,1] 是 
L ~[0-,1] 的闭子空间.令/为 C [0,1] 上的线性泛函，其赋予 C [0,1] 中的每个: c 以 x 在0的值 
[2261 : c (0), 它在 C 上有范数为1，因而可被延拓为一 tL ~[0, l ] 上的有界线性泛函 R 现在不存在属于 

1^[0,1]的 3 /使得对于所有属于 C 的 x , F ( x ) =£巧山,这是因为令 〈 x „> 为 [0,1] 上的连续函数 

序列，其界为1，有 4(0) = 1,且使得对于所有艺关0, A ⑴ — 0,那么对于每个 : y eLsjxo — 0， 
M FU) = 1. 

若考虑； r 的对偶 X - ,那么对于每个属于 x 的 X 对应宁的元素^，押定义为 
C 9 x ) Cf )= f ( x ). 我们有 Ktt -= ( sup /(^).由于 /(工)< II /I I X II ，因而有 II 愕 II < 
IU II ,根据命题6我们有范数为1的/满足 / U )= || x || ， 因此 || 尹 || = IU || . 由于史显 
然是一个线性映射，因此 p 是 X 映上 X "的某个线性子空间乂 X ]的等距同构映射.映射史称 
为 x ■映到 X ” 的自然同构，且若•我们说 x 是自反的. 

因此若则 P 是自反的.由于存在不是由关于 L 1 的函数的积分给出的上的泛 
函，这就得到 L 1 非自反，这与习题22表明不是自反的.应该观察到 X •可与 X “等距而不 
自反. 

根据命题3,空间 X "是完备的，因而根据命题 7. 14, X **的闭包^[叉]必定完备.因此 
毎个赋范向量空间等距同构于巴拿赫空间的稠密子集. 

在结束本节之前，'我们对复向量空间的哈恩-巴拿赫定理作一些补充说明.若我们允许用 
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复数作乘积，则复向量空间成为向量空间.哈恩-巴拿赫定理对于复空间的以下推广归功于波 
恩不拉斯特与索不 切克： 

8,命题令 X 为复向量空间， S 是一个哉性子空间，是一个 X 上的实值函数满足 
多 且 〆 I a I p ( x ), 令 / 为 S 上的（复)线性泛函使得对所有属于 S 
的 s ， I /( i ) | 那么存在定义在 X 上的线性泛函 F 使得对于属于 S 的 s 有 F ( i )=/ G ) 

及对于所有属于 X 的: c 有 | F (： c ) | 

证明我们首先注意到若简单地忽略复数作乘积的可能性，则 X 可被认为是实向量空间. 
从 X 到复数的实意义下的线性映射 F 在复意义下线性当且仅当对每个: r 有 PXDsiPXx ) .在 
S 上定义 g 和/1,取 gG ) 为 / G ) 的实部并取 A ( s ) 为 / G ) 的虚部，那么在实意义下 g 和 A 线性 
且 /= g + i / i . 由于 / 在复意义下线性， g ( is ) + iA ( is ) = /( is ) = i/W = ig ( s ) — AG ), 因 
而 / i ( s ) = — 〆 &). 

由于 | /( i ) | 因此能将 g 延拓到 X 上的实意义下的线性泛函 G 且满足 

G ( xXp ( x ). 令 F ( x )= G ( a :) —i G ( ix ), 那么对于属于 S 的 s , F ( s ) = /( i ). 由于 F ( b :) = 
G ( ix)-i G ( ix )= i [ G ( x)-i G ( i ^:)], 因此 f 在复意义下线性.对于任意 a :, 选取复数 a 使得 
U I - I 且 | FCx ) 丨，那么 

I F ( x ) | = wF ( x ) = FCaa ) = G ( wr ) < fi ( axc ) = pix ). ■ 

17. 证明赋范线性空间上的线性泛函 / 有界当且仅当它的核是闭的. [/ 的核是 U : f ( x ) = 
0 }‘] 

18. 令： T 为赋范线性空间 X 的线性子空间且 y 是 X 的给定元素，证明 inf || y ~ t \\ = 

• 

su P {/( j > = Ilf f _ i ，/ w = o 对于所有圯: r }. 

19. 通过取 S 为: y 的数乘组成的子空间， fay )^ XS , 且 〆 x )= inf | U — Ml 证明命题 7. 

i^T 

20. 令广为所有有界序列组成的空间，用命题5证明存在一个 r 上具有下列性质的线性泛 
函 F : 

i . limg „ < F 「< f „ )]< Iirtig „. 

ii . F [<^ + ,„>] = F [< e „>] + F [<,„>]. 

iii . F [< a $„)]= aF [<^„>]. 

iv . 若々„ =$■+!， 则 

泛函 F 称为巴拿赫极限，通常记为 Lim . 

21. 用命题5证明存在 一个对 R 的所有有界集合定义的集函数~它具有下列 性质： 

i . 若 AHB = 0， 则 / i ( AUB )=/ iA + juB . 

ii . M ( A + t )= fiA . 

iii . 若 ACB ， 则 

iv . 若 A 是勒贝格可测的，那么 〆I 是 A 的勒贝格测度.[提 示： 用积分比用集合易于 
处理 •] 




146 第二部分抽象空间 


22. 证明一个巴拿赫空间 X 是自反的当且仅当； T 是自反的.[提 示： 若？[ X ]不是所有的 
X -, 那么存在一个非零函数使得对所有: j ( x )=0.] 

23. 若 S 是巴拿赫空间 X 的线性子空间，我们定义 S 的零化子 S ° 为子集 S°=<；yer :3^)= 
0对所有成立 }. 若: r 是; r 的子空间，我们定义 T °= U 6 X : 夂工)=0对所有 

_ 成立}. 

a . 证明5°是 X * 的闭线性子空间. 

b . 证明 S 00 = S . 

c 若 S 是X的闭子空间，那么 S •同构于； T/S°. 

d . 若 S 是自反巴拿赫空间 X 的闭子空间，那么 S 是自反的. 

24•令 X 为向量空间， P 是 X 的子集使得: c , ^^尸蕴涵工+:^尸且对于^:^有從云广通 
过定义意味着 j _: r 6 P 定义 X 的偏序. X 上的线性泛函/称为（关于 P ) 正的： 若对 
于所有 xep , /( x » o . 令 s 为 x 的任何子空间具有 性质： 对每个 xex 存在； es 使得 
工 <5. 那么每个 S 上的正线性泛函可延拓为 X 上的正线性泛函.[提 示：证 明的超 限部分 
与哈恩-巴拿赫定理的证明相同.将一个泛函延拓到包含多增加一个元素的空间甚至比对 
哈恩-巴拿赫定理的证明更简单 .] 

25. 令/为从单位球 S = U * ：|^1 <1} 到 R 的映射使得只要有 X , j 和 a 工+办属于 S 就有 
f(ax+py)= a f(x)+^fCy), 证明 / 可被延拓为所有 X 的线性泛函. 

10.4 闭图像定理 


[2291 


从一个拓扑空间到另一个拓扑空间的映射称为开映射，若每个开集的像是开的，因此一个 
一对一的连续开映射是一个同胚映射.我们将证明一个巴拿赫空间映上另一个巴拿赫空间的连 
续线性变换总是开的并且用此作为线性变换连续性的准则.我们从引理开始. 

9.引理令 A 是巴拿赫空间 X 映上巴拿赫空间 y 的连续线性变换，那么 X 的单位球在 A 
的像包含 Y 的某个关于原点的球. 

证明令 S „ = { x : || x ||< l /2"}. 由于 A 是映上的且 

X = 0略， 

k=l 

我们有 

y = Q mcs ,). 

但 Y 是完备度量空间，因而在本质上不是第一范畴集.因此， A ( SJF 可能无处稠密，因此 
包含某个球，比如说 

{y '• II ^ — p II < ij). 

那么:一包含球 


(^ ! II ^ II < 


— 夕匸匚 2 


但 
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因此包含关于原点半径为 7 的球，因而根据 A 的线性性， XGj 包含关于原点半径为 
y2 - 的球. 

我们现在证明 A ( S 。） 包含关于原点半径为 7 / 2 的球.令 y 为丫中满足 lb II << 2 的任意 
点，由于因此能够选择心^&使得 

II y—AUO || < 

类似地，我们可以选取 x 2 6S 2 使得 

|| A ( xi ) — A ( x 2 ) II < y . 

继续下去使得我们选取〜€5„满足 

II y ~ 2-^^^ II < 

由于 IU II < 1 / 2 * ，因此级数绝对收敛且 X = f ] A 属于 S 。. 此外， 

i=l ft=l 

A ( x ) = a ( = ^ A ( x k ) = y . 

\i=i / i=i * 

因此 > 6A ( S 。） 因而 

{^ ! If II <|) (= A ( S „). ■ 

10 . 命题巴拿赫空间 X 映上一个巴拿赫空闾 7 的连续线性变换 A 是一个开映射，因此 
特别地，若 A 是一对一映射，那么它是一个同构. 

证明令 0 为 X 的任意开集且 3 »是八[ 0 ] 的任意 点，那么存在某个:使得 y = A (： c ). 
由于 O 是开的，因此存在一个包含 x 且包含于 Q 的球 S . 但引理9叙述的是 A [ S - z ] 必须包 
含关于原点的球或 A [ S ] 必须包含关于; r 的球，因此 y 包含于一个包含于 A [ 0 ] 的球，因而 
A [ 0 ] 是开的. ■ 

11. 命题令 X 为线性向量空间且在每个范数 || II 和 III I 中完备，且假定存在一个常数 C 
使得对于所有: A ■有 

\\ x \\ < C III x III , 

那么两个范数等价.即，存在第二个常数 CT 使得对于所有 

III: III < C ，|| x || 

成立. 

证明（ X， III III ) 映上( X， II II ) 的恒同映射是一对一连续线性变换，因而根据命题 10 
必须是同构映射.因此逆映射必须有界. _ 

12 . 闭图像定理令 A 为巴拿赫空间 X 到一个巴拿赫空间 y 的连续线性变换.假定 A 具 
有 性质： 只要〈工„〉是 X 内收敛于某个点: C 的序列且 〈 Ax „> SY 中收敛于点 y ， 那么 y = A ： c •那 
么 A 是连续的. 

证明定义一个 X 上的新范数 
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國 


III x II = || x || + || Az || . 

那么 X 在范数 HI III 中是完备的，这是因为若 HI III — 0,那么 || a —； c ,||— 0且 || A ^ — 

Ac , || - o . 因此根据 x 和 y 的完备性我们有 工 ex 与 xy 使得 II —X || — 0 且 || y || — o . 
根据我们定理的假设 y = A ^:， 因此 IIU , — 工 III — 0, X 关于 III III 完备. 但现在命题11适用， 
存在 C ' 使得 

IMI + || Ax || < ^ iu II . 

因此 

IIA , II < C ， 喊 

因而 A 是有界的. ■ 

x 到 y 的映射的图像恰为属于 xxy 的所有 < z ， Ah 的集合.定理12的假设仅说的是 A 
的图像是闭的. 

以下 命题是范畴理论的另一推论，即人们熟知的 一致有界 原理. 

13.命题令 X 为一个巴拿赫空间且 y 是一个从 ； f 到赋 范空间 Y ■的有界线性算子族.假 
定对于每个属于 X 的 X 存在一个常数 Mi 使得对于所有属于 y 的7'有 II Tx II < M X , 那么 y 内 
的算子一致 有界； 即存在常数 M 使得对于所有属于 J 的 T , || T || < M . 

证明对于每个丁定义 X 上的连续实值函数/为 /( z )= II Tx || . 由于这些函数族在每 
个属于 X 的: t 上有界且 X 完备，根据定理 7. 32存在属于 X 的开集 O 使得这些函数在其上一 
致有界.因此存在一个常数 JVT 使得对于所有: c 60， || Tx || ^ M f . 令: y 为0的点，由 fO 是 
开的，因此存在某个中心为 y 半径为5的球 S = U : ||x — y ||<^ 包含于 0. 若 1 UII <5,则 
Tz = T ( y + z )- Ty , 其宁: y+ Z 属于 S [0. 因此 || Tz || < || IXy + z ) || + II , 

因此对于所有属于 y 的： r , || T ||<( Jvr + M ,)/5. ■ 

26. 令 < T „> 为从巴拿赫空间 X 到賦范向量空间 y 的连续线性算子序列，且假定对于毎个属于 
X 的;序列 < T „： C > 收敛 于值： Tr , 那么了是一个有界线性算子. 

27. 令 A 为从一个巴拿赫空间 X 到一个巴拿赫空间 y 的有界线性变换，且令 M 为 A 的核 ， S 
为 A 的值域，那么 S 同构于 X / M 当且仅当 S 是闭的. 

28. 令 S 为 C [0, 1] 的线性子空间且作为 L 2 [0, 1] 的子空间是闭的. 

a . 证明 S 是 C [0, 1] 的闭子空间. 

b . 证明存在^常数 M 使得对于所有 /6 S 有 

II/IK II/IU 与 ll/IU<M||/|| 2 . 

c . 证明对于每个 y e [ 0 , 1 ], 存在 l 2 的函数匕使得对于每个/ e s 有 f ( y ) = 


JX(x) /(x)dx. 


[2321 可以证明空间 S 是有限维的(见习题41或 55). 

29. a . 给出一个从赋范线性空间 X 到巴拿赫空间 Y 的不连续算子 A 使得 A 有一个闭图像的例 
子.[提 示： 令 y 为巴拿赫空间 X 上的不连续线性泛函，令叉=卜€7 ㊉ R:X = 
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/( y )>}-] 

b . 给出一个从巴拿赫空间 X 到赋范线性空间 Y 的不连续算子 A 使得 A 有一个闭图像的 
例子. 

10.5 拓扑向量空间 

如同度量空间的概念可推广到拓扑空间，赋范线性空间的概念可推广到拓扑向量空 间：若 
具有拓扑3的线性向量空间 X 的加法是从 XXX 到 X 的连续函数且数乘是从 RXX 到 X 的连 
续涵数，那么我们称它为拓 扑向量空间. 根据加法的连续性，平移元素 x 是一个同胚映射且开 
集 O 的平移 x + O 是开的.向量空间上的任何具有这个性质的拓扑称为平移不变拓扑.若 3 是 
X 上一个平移不变拓扑， S 是3在沒的基，则形如 x + U ， l / es 的集合构成 3 在 x 的基因此为 
确定一个平移不变拓扑仅需给出在 6 的一个基，在 0 的一个基常常称为局部基.以下命题给出 
了在何条件下集合 S 成为拓扑向量空间的拓扑的一个基，它也表明我们总是可以找到满足这些 
条件的基. 

14. 命题令； f 为拓扑向量空间，那么我们可以找到一个满足下列条件的在 (9 的一个基 S . 

i . 若 U ， ve ®, 则存在一个％6 53满足呢(=17|"^. 

ii . 若 ugb 且 xeu ， 则存在一个 ve ® 使得 x + VCU . 

iii . 若 ue b ，则存在一个 ve s 使得 v + vczu . 

iv . 若 ue ® 且 xgx , 则存在一个 a eR 使得工 e a u . 

V. 若 口63且0< 丨 a | <1,则 aUCU 且 

反过来，给定满足上述条件的包含0的子集簇 S ， 存在 X 的拓扑使得；!：成为拓扑向量空间且 
以: B 为在沒的基.这个拓扑是豪斯多夫的当且仅当 

vi . n { UeB } = {5}. . [2331 

命题的证明留给读者.我们注意到，若 X 是一个赋范线性空间，则可以取 S 为关于 0 的球 
的集合，且对于一般情形该命题给了我们一个基，这个基具有球簇的许多性质. 

在一个拓扑向量空间中，通过平移我们能够比较不同点的邻域，因此可以讨论一致性质： 

一个拓扑向量空间 X 到一个拓扑向量空间 Y 的映射/称为一致连续若对于 Y 中任何包含原点 
的开集 0 ,存在 X 中的包含原点的开集 U 使得对于每个我们有/ [ x + U ] C /( x )+ 0 . 

容易看出若从 X 到 y 的线性变换在一点连续则它一致连续.对于 X 映上 Y 的一对一线性映射 
9 , 若9>和，都连续则我们称它为（拓扑）同构.从抽象的观点来看同构的空间是相同的.以 
下定理告诉我们在有限维向量空间上，仅有通常的拓扑使它成为一个拓扑向量空间. 

15. 命题 （吉洪诺夫） 令； !： 为有限维豪斯多夫拓扑向量空间，那么对某个 n ， X 拓扑同构 
于 R ". 

习题33给出了如何证明该命题的建议.习题34、35和36给出了一些有用的系. 

30. 证明命题14: 

a . 当且仅 当⑴和 ( ii ) 成立时包含的子集簇 S 是平移不变拓扑在0的基 
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b . 当且仅当 （ iii ) 时加法是从 XXX 到 X 的连续映射 • 

c . 若数乘是从 RXX 到 X 的连续映射(在<0,扪），那么 （ iv ) 成立. 

d . 若 X 是拓扑向量空间，那么所有包含 I ?且使得对所有满足 | « I <1 的的开 
集 [7 所组成的族 S 是这个拓扑的局部基且满足( V ).[若 0 是任意包含 0 的开集，乘法的 
连续性蕴涵存在包含的开集 V 和一个 e > 0 使得对所有 | A I < £ 有 / 1 '^= 0 ,那么 [/ = 

U A V 是开的，吒 UCO 且对每个满足 U | < 1 的 a , aUCZU .] 

Ul<e 

e . 若 B 满足这个命题的条件，则它生成一个拓扑使得数乘是从 RXX 到 X 的连续映射. 
[证明 （ iv ) 和 （ v ) 蕴涵在< 0 , x > 和<«， (?> 的连续性，并运用 （ iii ).] 

| 若 X 是7\， 则 ( vi ) 成立.若 ( vi ) 和 ( iii ) 成立，则 X 是豪斯多夫. 

31. a . 证明若从一个拓扑向量空间到另一个拓扑向量空间的线性变换在一点连续则它一致连续. 

b . 证明 X 上的一个线性泛函/是连续的当且仅当存在一个开集0使得 /[0]# R . [提 示： 
可以取0满足命题14的性质 （ v ).] 

32. 令 X 为拓扑向量空间且 M 是闭线性子空间，令？>为叉映上 X / M 的自然同态，且通过取0 
为开集（当且仅当 fTO ] 在 X 是开的)来定义上的拓扑，那么这个拓扑使得 X / M 成 
为一个拓扑向量空间且?》是连续的开映射.谈到 X / M 作为一个拓扑向量空间，我们总是 
A7M 具有这个拓扑. 

33. 证明命题15: 

a . 若 X 是 n 维的，则存在一个将 R ” 映上; f 的连续的一对一线性映射 

b. 令 S 和 B 为如下定义的 R" 的 子集： S={ : y : || ：y || =1}， B ={ y ： H.^ll <1}，那么 
f)[S] 是闭的且X 〜 乂幻是开的. 

c . 存在一个 X 的包含0的开集 U 使得对于每个 U | <1, aLTCLT 且 UCX ~ P [ S ]. 

d . ( c ) 部分的集合[/包含于 yDB ]， 因而 f 1 是连续的. 

34. 证明一个豪斯多夫拓扑向量空间 X 的有限维子空间 M 是闭昀[提示:若 4 N 为 
由 x 和 M 张成的有限维子空间，则 N 具有通常的拓扑，因而: c 不是 M 的闭包的点 .] 

35. 令 A 为从有限维豪斯多夫向量空间 X 到拓扑向量空间 Y 的线性映射，那么 A 是连续的. 
[提 示： A 的值域是有限维的因此具有通常的拓扑 .] 

36. 一个从拓扑向量空间 X 到有限维拓扑空间 Y 的线性映射 A 是连续的当且仅当它的核 M 是闭 
的.[提 示： A = B 。 9 , 这里沪是？映上; f / M 的自然映射，且根据习题35, B 是连续的 .] 

37. 证明每个局部紧豪斯多夫向量空间 X 是有限维的.[提 示： 令 V 为的邻域满足 V 紧且对 

于每个满足 I a I <1的 a , aVCZV . 若我们用有限个 平移而 ++ V , …，： ^十 + V 覆盖 F, 
则 : ci ， …， x „ 构成■的基 .] 

10.6 弱拓扑 

若 X 是任意向量-间且 y 是 X 上的线性泛函簇，我们定义由 y 生成的 弱拓扑 为使得 y 内的 
每个/连续的最弱拓扑(参见习题 8 . 25). 容易看到这样的拓扑是平移不变 的:. 且其在0的基由 
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集合 U : I /.-( X ) | < e , 1 = 1, 72} 给出，其中 e >0 且{/,，•_•， /„} 是 J 的有限 子集. 由于 
所有这样的集族满足命题14的条件，这个拓扑使得 X 成为拓扑向量空间.一个序列(或网格） 

在这个拓扑收敛于 x 当且仅当对于每个/ 6 T ， /( x „)-/( x ). 

若 X 是赋范线性空间且3•内的泛函全部连续 （ BP ， 若则由7生成的弱拓扑比 X 
的范数拓扑弱（有较少开集），我们通常称由范数生成的度量拓扑为强拓扑且由 X •生成的 X 上 
.的弱拓扑为 X 的弱拓扑.因此我们谈到的强闭集和强开集是对强拓扑而言而弱开集和弱闭集 
是对弱拓扑而言.每个弱闭集是强闭的但反过来不成立.每个强收敛的序列（或网格)是弱收敛 
的. 虽然并非每个强闭集也是弱闭集，但我们有以下命题，系23给出它 的一个 推广. 

16. 命题一个线性流形 M 是弱闭的当且仅当它是强闭的. 

证明由于每个弱闭集是强闭的，我们仅需证明若 JW 是强闭集，它也是弱闭集.假定 M 
是强闭集且: c 是不在 M 的点，我们必须证明在弱拓扑下: c 不是 M 的闭包的点.由于 x 在强 
(度量)拓扑下不是 M 的闭包的点，我们有 

inf || x - 5 || > 5 > 0. 

iGM 

因此根据命题7存在在 M 消失而在 x 不消失的连续线性泛函 /• 现在在弱拓扑中 /( y ) 关 0} 是 [2361 
一 个包含 x 但不与 M 相交的开集，因此 x 不是 JW 的闭包的弱点. _ 

若我们运用弱拓扑的概念于赋范空间 X 的 对偶； T ，可以 看到： T 的弱拓扑是使得 X “上 
的所有泛函都连续的最弱的拓扑.这个 X •的弱拓扑比由或更确切地由生成，其中 f 
是从 x 到 x " 的自然嵌人)生成的； T 的弱拓扑的用途少.这个拓扑称为 X '的弱•拓扑，它甚 
至比弱拓扑更弱.因此 X '的一个弱•闭子集是弱闭的，且弱收敛蕴涵弱•收敛.弱•拓扑在0 
的基由形如 {/: 丨 / U ) I < e . f = l , n } 的集合给出，其中{々，•••，是 X 的有限子 

集.若 X 自反，则 X •的弱拓扑与弱•拓扑重合.弱•拓扑的一些重要性从以下定理生长 出来： 

17. 定理 (Alaoglu) X* 的单位球 S* ={/:. || /|| <1} 在弱*拓扑下是紧的. 

证明 若 / es * ，则 |/( 5 ) |<|| ir |.，. SM / U ) e [— IUII ， IUII ]. 令 J : = [— llxl — ， 
llxll ]， 那么每个 / es •对应于 


P = Xh * 

的点.由于根据定义后者是 X 上的所有使得函数所组成的集合，因此我们可以认 
为 s •是 p 的一个子集，且 p 的拓扑的定义表明拓扑 s •作为 p 的子空间承袭的是 s •的弱‘拓 
扑.由于根据吉洪诺夫定理 p 是紧的，因此若 s •是 p 的闭子集则它是紧的.令/为 s •在 P 
的闭包的点，那么/是从 X 到 R 的映射.由于对于丨 gU ) 丨 <|| x || ,且在 X 的估 
值是 P 上的连续函数，因此有 I /( X ) | < IU II • 令 X ，7和2为； f 的三个点使得 Z = a x + 办， 

对于每个£>0,集合 

N = {g e p : \ g(.x)—f{x) |<e，I giy) —f(.y) |<e, | g(z) —/(z) |<e} 

是包含 / 的 P 的开子集.由于/是 S •闭包的点，因此能够找到一个 g 属于 (1 N . 由于容 
线性(属于 S ’）， 因此有 g ( z )= a gU )+ 你 (））• 因此就得到丨 | < e(l + 

I « I + I /3| ). 这个不等式对于每个正数 e 成立，我们有 /( d ^/ Cd + ZS / b )， 且/在 X 是_ 
线性的•因此/属于 S 、 因而义是 闭的. ■ 
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38. a . 证明若在弱意义下: c „— 工，则〈 |UJ 〉有界. 

b . 令为"的序列，!<><<»,且令 x , = < H =1 , 证明 〈 x „> 弱收敛于: c =< U 当且仅 
当< II ： c „ II >有界且对于每个 m 我们有 

c . 令 <:<:„>为1/[0, 1] 的序列，证明 <: r „> 弱收敛于: c 当且仅当< || x „ || >有界且 
<：!：„>依测度收敛于 ： C (参 见习题 6.17). 

d . 证明若户=1则 ( c ) 部分是不成立的. 

e. 在"， Kp <^, 令； 为第 n 项等于 1 其余项等于零的序列，那么 〈 x„> 在强拓扑下不收 
敛，但在弱拓扑下 x „ —0. 

f . 令< x „> 如 （ e ) 中所定义，且定义 3^= x „+ n x „, 那么集合尸={ % ,„ : W >72} 是强闭的. 
[提 示： F 的任意两点的距离至少为 1. 因此 F 不包含在强拓扑下收敛的非常数序列 .] 

g. ⑴ 的集合 F 有0作为弱闭包的点，然而 F 中不存在弱收敛于0的序列 < z „>. 

h . 描述作为^。的对偶的 Z 1 的弱拓扑与弱’拓扑. 

39. a . 令 S 为赋范空间的有界子集，令 T 为； T 内的泛函集合且令7。为: F 的稠密子集(在 X •的 

范数拓扑意义下稠密），那么: T 和; F 。 可以生成 X 的不同弱拓扑，但这些拓扑在 S 上是相 
同的；即 S 承袭自3•的拓扑与承袭自: Jo 的拓扑相同. 
b . 令 S * 为可分巴拿赫空间 X 的对偶 X •中的单位球，那么 S •上的弱‘拓扑是可度量化 
的.（注 意： 这不意味着 X '上的弱•拓扑可度量化！） 

40. 证明每个弱紧集在范数拓扑中有界. 

41. 令 S 为习题28给出的 C [0, 1] 的线性子空间. 

a . 证明若在 L 2 弱意义下有则对于每个 [0, 1], fAy )-* f ( y ). 

b . 若在 L 2 弱意义下有_/„—/，则有界，且因此根据勒贝格收敛定理，在 L 2 强意 

义下有 /»—/. . ‘， w l , 

c . 空间 S 是 L 2 的局部紧子空间，因此是有限维的. 

10.7 凸性 

向量空间 X 的子集 K 称为凸的，若只要它包含 x 和 >，它也包含; U +(1- A )： y , 这里; 
0< A <1. 集合 U : z = Ax +( l - A )^，0< A <1} 称为连接: c 和 y 的线段，点 x 和 y 是它的端点; 
0< A <1 对应的点 z 称为线段的内部点.因此一个集合 K 是凸的当且仅当只要它包含 x 和 y 它^ 
就包含连接 x 和7的线段.每个线性流形是凸的，赋范空间的单位球是凸的.以下引理给出 li ; 
凸集的一些基本性质，凸集另外的性质由习题42, 43和44给出.引理的证明可直接得到因而! 
我们省略. 

is . 引理若1^和尺 2 是凸集，则集合也是凸集. 

点 X 。 称为集合 K 的内点，若每条过 A 的直线与 K 的交集包含一个关于; T 。 的开区间，因此 j 
: c 。 是 K 的内点，若给定 xGX ， 存在 e >0 使得对于所有满足丨 A 丨 < e 的 A ， x 0 + AxeiC . 令_ 
为包含没作为内点的凸集，那么我们定义 K 的(关于 5) 支撑函数 p 为 〆 x ) = inf { A : 
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K , A >0}. 对于这个支撑函数我们有下列 性质： 

19 •引理 若 K 是包含0作为内点的凸集，则支撑函数/>具有以下 性质： 

i . />( Ax )= A />( x ), A >0. 

ii . p (. x -\- y ~)^： p ( x )+ p (. y ). 

iii . {x - /)( x )< l } CKC { x ： p ( x )< l }. 

证明第一个和第 H 个性质直接从声的定义得到.为证明第二个性质，假定 A — i 和 ju — 1 y 
属于 K ， 那么由于 K 是凸的， 

(A + ^Cx + y ) = A (A + fir 1 Q -' x ) + ^(A + fi )- 1 iff 1 y ) 

属于 K . 因此 / KjrhyXA + z /， 对于所有容许的 A 和户取下确界我们得到 p ( x + y )< A (: c ) + 
pCy ). m 國 

两个凸集 K , 和1<： 2 称为被线性泛函/分离若存在一个实数 a 使得在 K , 上 /( x )< a 且在 iC 2 
上 fU )^ a . 

20. 定理 令^，和]^为向量空间； f 的两个不相交凸集，且假定其中一个有内点，那么存 
在一个非零线性泛函/分离]^与 1 C 2 . 

证明令 A 为&的内点，那么 1 C 2 是凸的，且对于任何属于 JC 2 的： c 2 , 点、工。= 

1 C Z 的 内点. 令尺=圮一 K 2 —: c 。， 那么 K 是一个包含5作为内点的凸集.由于 
&和尺 2 不相交，因而时因而一 

令/>为尺的支撑函数(关于0)，那么 〆 _為)彡 1. 令 S 为由 所有: c 。 的数乘所得的元素组 
成的 X 的一维子空间.定义 S 上的函数/为/(拉。）=—«,那么/(0</)(乃且根据引理19, 夕 
满足哈恩-巴拿赫定理的条件.因此我们可以将/延拓到定义在所有 X 上的线性泛函，使得对 
于所有 x 有 / OcXfCr ). 因此若 xGK , 我们有 /( x )< l . 

令 xeK 且; yeiC 2 , 那么 x - y — 工。€1<：， 且我们有 

/( x ) — f { y ) — f ( x 0 ) = fCx — y — x a ) ^ 1. 

由于 / u )=— 1，因此有 /(： c )</( y )， 这对于每个 xe / c , 和都成立，我们有 gp/ux 
inf f ( y ). 因此/分离，且由于 / U ) = — 1,所以/是非零泛函. ■ 

对于一个拓扑向量空间，若我们可以找到由凸集组成的拓扑基，则称它为局部 凸的. 以下 
命题给出了保证向量空间 X 的给定拓扑3使得 X 成为局部凸的拓扑向量空间的方便准则.习题 
46给出了如何证明它的建议. 

21. 命题令31为向量空间 X 的凸集族，那么以下条件是31内集合的平移构成使得 X 成 
为局部凸的拓扑向量空间的拓扑的基的充分条件： 

i . 若 Neai , 则 JV 的每一点是内点. 

ii . 对于属于31的乂和凡，存在属于31的 N 3 满足； V 3 匚况门况 2 . 

iii . 若 N 属于91，则对于每个满足0< | a 丨<1的 a 我们有 a JV € 91. 

此外，每个局部凸的拓扑向量空间存在一个在0点满足这些条件的基 31. [240] 

根据这个命题，向量空间 X 上的弱拓扑是由使得 X 成为局部凸的拓扑向量空间的线性泛 
函族生成.赋范向量空间也是一个局部凸的拓扑向量空间. 
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22. 命题 令 X 为局部凸的拓扑向量空间， F 是一个闭凸子集，令 X 。为 X 的不属于 F 的 
点，那么存在一个 X 上的连续线性泛函/使得 

/(x 0 ) < inf/(;c). 

ieF 

证明通过平移 一 x 。， 我们可以将命题归结为:!：。=0的情形.由于0不是 F 的闭包的点， 
因此存在一个凸开集 AT 包含0但不与 F 相交.令 0= Nf 1( — N )， 那么0是一个包含0的凸开 
集且不与 F 相交，且 一0=0. 由于0是0的内点（见习题 44 a )， 根据定理20存在一个非零线 
性泛函/使得 = g / U )< ig /(： y )= a . 因此对于属于0的: c ，/( x )< a , 且由于 x €0 蕴涵 
— x 60, 我们在0上有/ / UXa ， 这就得到在0上有丨 / U ) | 因此对每个 e >0, 我们 

在集合0' = ( ££ ^)0上有丨 / U ) 丨 < e . 但 0' 是包含5的开集，因而/在没连续.由于/线性 
且在0连续，因而它处处连续. 

剩下来仅需证明《>0.由于/是非零泛函，因而存在一个 x 使得 /0 c )>0. 由于0是0的 
内部点， 因此 我们可以选取 A >0 使得 A 工属于 0,那么 

0 < A /( x ) = fUx ) < a . B 

23 . 系 令 K 为局部凸的拓扑空间的凸集，那么 K 强闭当且仅当它弱闭. 

24. 系 令 x 和: y 为局部凸的豪斯多夫向量空间 X 的不同点，那么存在一个连续线性泛函 
/ 使得 / U )#/(： y ). 

令 K 为向量空间 X 的凸子集.点 x 属于 K 称为极值点，若它不是任何落在 K 的线段的内 
部点.因此 x 是极值点当且仅当: ^ Ajy + d — Ah ， 其中 0< A <1, 我们有我 
_ 们将证明每个紧凸集有极值点，但首先考虑一些基本概念.凸集 K 的子集 S 称为 K 的支撑集， 
若它是闭的和凸的且具有下列 性质： 若 K 中的线段的内点属于 S , 那么整条线段包含在 S 内. 
因此一个极值点是恰好由一点组成的支撑集. 

25. 引理 令/为闭凸集 K 上的连续线性泛函，那么/在 K 上取到它的最大值的点集 S 
是 K ： 的支撢集. 

证明集合 S 是凸的，这是因为若 /( x )= ma /(; y ) = m ， 那么 /( Ax +(1— A )30= M .若 
连接: r 和: V 的线段属于 K 且/在点之 = A : t +( l — A )3> 取到它的最大值《，那么 m = A /0 c ) + 
(1— A )/( y )， 且由于 /( x ) 和 /( y ) 不大于 m ， 因此我们必有 /( x )=/(： y )= m . 但这蕴涵 
/(好+(1—因此连接: r 与 y 的整条线段包含于 S 内.. _ 

所有包含集合£的凸集的交集是一个凸集，它包含 E 且包含于每个包含£的凸集.这个 
集合称为 E 的凸包.所有包含 E 的闭凸集的交集是一个闭凸集，它包含£且包含于每个包含 
E 的闭凸集.这个集合称为£的闭凸包. 

26. 定理（克赖因-米尔曼） 令 K 为局部凸的拓扑向量空间 X 的紧凸子集.那么 K 是它的 
端 点的闭凸包. 

证明（凯利）我们假定 K 非空.根据支撑集的定义， K 的支撑集簇的交是 K 的一个支撑 
集，且若 S 是 K 的支撑集，了是 S 的支撑集，那么丁是 K 的支撑集. 

给定 K 的任何非空支撑集 S ， K 的所有非空支撑集族在包含关系下是偏序，且根据豪斯 
多夫极大原理存在非空支撑集的最大线性序族 S 使得 S 在其内.由于 K 是紧的，因此 S 的所有 
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成员 的交了 非空且因此是 K 的一个非空支撑集.此外，它是一个最小非空支撑集，这是因为 
若了包 含一个支撑集，则族 S 将不是最大的，因此任何支撑集包含一个极值最小非空支撑集._ 
现在一个最小非空支撑集只能有一点，这是因为若支撑集 S 包含不同的点: c 和> 则存在一个 
连续线性泛函/使得 /( x )>/(： y ), 那么根据引理25, /取到其最大值的点的 S 的子集是 S 的 
支撑集，也因此是 K 的支撑集.由于 K 是紧的，因此它是不包含 y 的 K 的非空支撑子集. 

若一个支撑集恰好由一点组成，则该点必须是极值点.因此我们已经证明每个非空支撑集 
包含一个端点. 

由于使得一个线性泛函取到它的最大值的 K 的子集是非空支撑集，因此我们得出 结论： 

上的连续线性泛函的最大值等于它在 K 的极值点的集合£上的最大值. 令 C 为 K 的极值点的 
闭凸包，且假定则根据命题 22 存在一个连续线性泛函/使得 /(£)>^^/(30 = 1 ^^/( 30 . 

因此且我们有 K 匚 C . 因此 K = C . S 

42. 令 A 为从向量空间 X 到向量空间 Y 的线性算子，那么 X 中的每个凸集（或线性流形）的像 
是 Y 中的凸集(或线性流形），且 Y 中的凸集(或线性流形）的逆像是 X 中的凸集（或线性流 
形).给出一个例子证明一个非凸集可以有一个凸的像. 

43. 证明一个拓扑向量空间的凸集 K 的闭包是凸的. 

44. a . 证明拓扑向量空间的子集的每个内部点是内点.[提 示： 用乘法的连续性 .] 

b . 证明 R " 中凸集的每个内点是一个内部点. 

c . 给出平面上有非内部点的内点的集合的一个例子. 

d . 若一个凸集有一个内部点，则每个内点是内部点. 

e . 令 X 为关于自身第二贝尔范畴的一个拓扑向量空间，那么若； f 的一个闭凸子集有一个 

内点，则它有一个内部点. .. -；■ 區 H . 

45. 令 K 为包含0的凸集，且假定 x 是 K 的一个内点，那么对于某个 A >0 集合 x + AfC 包含于 . 

K . [提 示： 选取 A >0 使得 （1 —久 Px 属于 K .] 

46. 证明命题21.[提 示： 若 N 是凸的，那么匚 N . 运用命题14和它的证明 •] 

47. 最强的局部凸拓扑. 令； f 为向量空间， ： B 为所有包含0的凸集 V 所组成的簇，使得对于每 
个存在一个《>0满足那么 S 是 X 上的局部凸拓扑的局部基，且这个拓扑比 
X 上的任何其他的局部凸拓扑强. 

48. a . 在 I /[0, 1] 中，1<夕 < oo , 每个满足 || x |# l 的 x 是单位球5=卜： || x || <1} 的极 

值点. 

b . 在 L ~[0,].] 中，单位球的极值点是那些几乎处处满足丨 x ( i ) | =1的 x . 

c - L ^ O , 1] 的单位球无极值点. 

d - L ' CO , 1] 不是任何赋范线性空间的对偶. 

e . P 的单位球的极值点是什么？ 

f . 对 X 是紧豪斯多夫空间， C ( X ) 的单位球的极值点是什么？证明 C [0, 1] 不是任何赋范 



國 


156 第二部分 抽象空间 


线性空间的对偶. 


49. 令 X 为[0, 1] 上的所有可测实值函数组成的向量空间，根据通常的方式定义加法和数乘. 
定义 .. 


a. 我们有 <7(x+ ： y) < 〆 :<:) +<7(30, 因此若定义 〆 工， y )= a ( x ~ y ), 贝 Ijp 是 X 的度量. 

b . 在这个度量中， x 当且仅当依测度: x . 

c . X 是一个完备度量空间（参见习题 4. 25). 

d . 加法是从 XXX 到 X 的连续映射. 

e . 乘法是从 RXX 到 X 的连续映射.[由于 X 是一个度量空间，因此仅需证明若：且 
A „— A , 则这可由依测度收敛的有界收敛定理得到 .] 

' f . 证明阶梯函数集合在 X 稠密. 

g . 不存在 X 上的非零连续线性泛函.[证明存在一个 n 使得只要: r 是长度小于 1/ n 的区间 
的特征函数就有 /( x )=0. 因此 /(: r )=0 对所有阶梯函数 x 成立 .] 

h . 空间 X 是非局部凸的拓扑向量空间. 

i . 令 s 为 所有实 数序列组成的空间，且定义 

证明 （ a ), ( c )，（ d ) 和 （ e ) 的类比. S 上的最一般的连续线性泛函是什么？ 

10.8 希尔伯特空间 


谈到希尔伯特空间我们指的是定义了具有下列性质的到 R 的函数 ( x ， 30 的巴拿赫空 
间 H ®: • ' 

i . , y )= ai ( x 1 , y )+ a 2 ( x z , y ). 

ii . ( x , y ) = ( y , x ). 

iii . ( x , x )= || || 2 . 

我们称 U ， ： y ) 为:^与^的内积.我们立刻有希尔伯特空间的两个 例子： 一个是空间 R " 具 
有内积 

( x , y ) = Yj x > y <- 
«=1 

另一个是空间 L 2 具有内积 

(. x , y ) = | x ( f )^( i ) df . 

由于 l | x || >0且仅当工=0等式成立，因而有 


e 这里我们已经定义了希尔伯特空间.在分析中更便于使用的是复希尔伯特空间，即可用复数作数乘，内积是复值 
的，且将《»替换为 ( iiV : ( x , y ) = G 7 ^). 
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0 < | ： 3t — Ay II 2 = (x—Xy,x — ky) 

= (x,x) —2X(.x,y) +X z (.y,y). 

若 A >0, 我们有 

2( x , y )< A - 1 | x || z + A | M | 2 . 

设 llx ||/ IMI ，我们得到 

< || x || • || ^ || , 

且可以看到等式仅当 y = 0 或对于某个 A>0, x=A：y 时成立.这个不等式即我们所知道的 
施瓦茨、柯西-施瓦茨或柯西-布尼亚科夫斯基-施瓦茨不等式.这个不等式的一个推论是由 
/(x) = U, 30定义的线性泛函/以II yll 为界，从这可得出 U，W 是从到 R 的连续 
函数. 

我们说 H 的两个元素: c 和 y 正交， 若(: c, ：y)=0. 我们写 X 丄 y 意味着: c 和； y 正交.对于 
H 的一个集合 S, 若 S 的任何 两个不 同元素？》和 0 正交， EPCp ^)=0, 则称之为一个正交系. 
对于一个正交系 S, 若 S 的每 个元素 P 有 II $ II =1,则称它 为规范正交. 规范正交系的任两个 
元素的距离为在.因此若 H 可分，则 H 的每个规范正交系必可数. 

今后我们将仅处理可分希尔伯特空间，因此每个规范正交系可表示为序列 < p >， 该序列可 
以是有限的也可以是无限的.我们定义 H 中的元素： c 的傅里叶系数（关于<%>)为\ = 
U , < p v ). 对任何《我们有 e 

0< II X— ^a v f v || 2 = II x || 2 -2j]a,(.x,f v ) + 

V ^= 1 »=1 V — 1 ^ = 1 

”=1 

因此 .. . 

U = 1 

且由于 n 是任意的，因此我们有贝塞尔不等式 

IUI ! 2 . 

tf=i 

另一方面，令 < a „> 为任意实数序列满足 00 ,那么序列 

w=l 

n 

Z „ = Yj a ^ v 

v=\ 

是一个柯西序列，这是由于对于 


z m — z „ 


和 

n+l 


n N 

© 若 <?>•> 内仅存在有限的 N 个元素，我们约定 :对于 N<n<oo,^ 意味着 
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II z - - Yjal , 

n+1 

它必趋于零，这是由于 Ed 收敛.根据 H 的完备性存在一个元素3/使得 3> = lim Z „, 且我们写 

y = 冬 . 

1»=1 

由于内积是连续的，我们有 

(‘V，％) = lim = a v . 

因此我们已经证明了对任意 x 存在形如3> = 的3»，它具有与: T 相同的傅里叶系数. 

t/=l 

什么时候 J 等于 x ? 若我们考察: y _ x ， 可以看到它的所有傅里叶系数等零.因此 y = x 若 
规范正交系〈％>具有 性质： 若对于所有的 ® 有 ( z ， 9 J =0, 则 2 =久具有这个性质的规范正交 
系称 为完备 (或完全).一个完备规范正交系显然是最大的，而若〈％>是一个最大的规范正交 
系，则它必定是完备的.这是因为若对于所有。和2#0, U ， < p v )=0, 则2/11 Z || 可以添加到 
<9„).豪斯多夫极大原理蕴涵最大规范正交系的存在性，因此我们已经建立以下命题： 

27. 命题在一个可分希尔伯特空间中每个规范正交系是可数的且存在一个完备规范疋交 
系.若<%>是任何完备规范正交系且 T 是 ff 的任意元素，我们有 

X = > 

1/=1 

12471 其中 a „ = ix ，< p v \ 此外 ，II a : || 2 = 

V ~1 

在可分希尔伯特空间中有两种 情形： 或者每个完备规范正交系有无限个元素或存在一个具 
有有限的 W 个元素的完备规范正交系.在后一种情形中，根据命题27，.这样的系是 H 的一个 
基(在向量空间意义下).因此 H 是有限维向量空间，且任何 N +1 个元素的系线性相关.因 
此，每个规范正交系至多只能有 JV 个元素，从这可得出每个完备正交系必须有 JV 个元素.我 
们因此已经证明在可分希尔伯特空间 H 中每个完备规范正交系有相同个元素，我们称这个数 
为 H 的维数.（因此若 H 具有可数无限完备规范正交系，我们说 dimH = K 。）. 

从希尔伯特空间 H 映上希尔伯特空间 fT 的同构映射步是一个 H 映上的线性映射且使 
得(步 X ， ^ y ) = ix , y ), 因此希尔伯特空间之间的同构映射是一个等距映射.每个》1维希尔伯 
特空间与 R " 同构，这是因为定义为少(:^)= <心，…， a „> 的映射(其中〜 = (： r , ?>„)) 是同构映 
射.类似地，每个 K 。 维希尔伯特空间同构于广由于 L 2 [0, d 是可分的且 { cos 试}是一个无限 
正交系，我们看到 L 2 的维数是沁，因而 L 2 同构于 

28 . 命题令/为希尔伯特空间 H 上的有界线性泛函，那么惟一存在一个:使得对于 
所有 x 有 / Cr ) = (: c ，： y ). 此外， || / || = || y II • 

证明（我们仅考虑可分 H 的情形.对于不可分 H 见习题 52.) 令 〈外〉 为 H 的完备规范正 
交系，设6„=/(外），那么对于每个 n 我们有 
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= ii/ii • fSh.1 

v~ 1 ' v = l ’ 1 » = 1 

< Wf \\[± bl \ n . 

因此公 II / II 2 , 因而 II / li 2 .因此存在一个元素尸公 吻,, 我们有 Ibfl < 

V = 1 V=l W=1 

II / II . 

令: c 为 if 的任意元素，那么 t — A 因而 

V=I 

/( x )= lim / (力叫 „) = lim ^ aj) v 

\0=1 I W=1 

= 

w= 1 

= (工，: y ). 

根据施瓦茨不等式， II/II < II y II . ■ 

50. 证明内积是连续的；即若: c „— 工且; y „—; y ， 则(: c „， y ). 

51. a . 证明 { cos 价， sintrf } 是 L 2 [0, 2兀]的完备规范正交系（当适当地规范化时 ）（ 参见命题 6. 8 

和习题 9. 42). 

b . 证明 L 2 [0, 2 jt ] 的每个函数是它的傅里叶级数的 (2 阶)平均极限(参见 6. 3节）. 

52. a . 证明对于不可分希尔伯特空间的毎个: t 仅存在可数个非零的(关于某个固定的规范正交 

系)傅里叶系数. r.v ' -- - --- 

b . 证明在不可分希尔伯特空间内除每个完备规范正交系不可数外命题27仍然成立. 

c . 证明在不可分希尔伯特空间内命题28仍然成立. 

d . 证明若 H 是任何无限维希尔伯特空间，则 H 中的完备规范正交系的元素的个数 n 是使 
得存在真有„个元素的 H 的稠密子集的最小基数因此 H 的每个完备规范正交系有 
相同个元素，我们称这个数为 H 的维数. 

e . 证明两个希尔伯特空间同构当且仅当它们有相同的维数. 

f . 证明存在每一维数的希尔伯特空间. 

53. 令 P 为 H 的子集.谈到 P 的正交补集 P 1 我们指的是集合{^对于所有: C & P , : y 丄 x }. 

a . 证明总是闭线性流形. 

b . 证明 • Pii 是包含 P 的最小闭线性流形. 

c . 令 M 为闭线性流形，那么每个:能惟一写为:的形式，其中： ySM 且 
M 1 . 此外， 


II 工 II 2 = lb II 2 + lull 2 . 




160 第二部分 抽象空间 


54. 令为可分希尔伯特空间的元素的有界序列，那么 〈 x „> 包含一个弱意义下收敛的子 
序列. 

55. 令 S 为 L 2 [0, 1] 的子空间，且假定存在一个常数 K 使得对所有:^6[0, 1]， | fix ) I < 
K || / l | ,那么 S 的维数至多为 K 2 . [提 示： 若〈/,,_••，/„>是 S 内的任何有限规范正交 
序列，则 
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第三部分 

一般测度与积分论 


第 11 章测度与积分 


11.1 测度空间 

本章的目标是将勒贝格测度与勒贝格积分的最重要性质抽象化.我们将给出勒贝格测度满 
足的某些公理且将积分理论建立在这些公理之上，因此我们的理论适用于所有满足这些给定公 
理的系统. 

我们从回顾一个^;代数2是给定的集合 X 的子集族开始，它是包含4且关于补和可数并封 
闭的集族.谈到集函数^我们指的是将一个扩充的实数賦于某个集的函数.有了这些概念我 C 1 
做出以下 定义： 

定义谈到可测空间我们指的是由集合 X 和 X 的子集的 <7代数 B 组成的一对( X , 2〉. 一 
个； f 的子集 A 称为可测（或关于2可测），若 A 6®. 

定义谈到可测空间（ X ， S ) 的测度广我们指的是对于2的所有集合有定义且满足 
户 （0)=0 与 

0 

' £-1 / £=1 

对任意不相交可测集合序列 E ,. 成立的非负集函数.谈到测度空间（ X , ") 我们指的是可测 

空间（ X , B ) 与定义在®上的测度户 

^的第二个性质常常指的是^是可数加性的.我们可以看到 p 也是“有限加性的”；即对于 
属于 S 的不相交集合瓦， 

,(& 瓦)= 2馬， 、 

' *=1 / 1»1 . 

这是因为对 i > JV ， 我们可以设 £; = 0 e . 

测度空间的一个例子是 ( R ， m ， m )， 其中 r 是实数集， are 是实数的勒贝格可测集，而 m 
是勒贝格测度.若用区间[0, 1] 代替且 R 且用[0, 1] 的可测子集代替911，我们得到另一个测 
度空间.第三个例子是 ( R ， s , m )， 其中 S 是博雷尔集类且 m 仍然是勒贝格测度.还有一个 
例子是计数测度(见习题 3. 4). 以下是一个稍微使人迷惑的例子.令 X 为任意不可数集， S 为 
那些或者是可数集或者是可数集的补集的子集族，那么 ® 是一个 a 代数且我们可以在其上定义 
测度： 对于每个可数集设 M = o , 对于每个补集为可数集的集合 B 设 

测度的两个进一步的性质由以下命题 给出： 

1. 命题若 A 6； B ， 且 ACIB ， 贝 |J 
flA ^ 


© -个定义在集代数耳满足 〆 0) f = O 与对于代数内的不相交集合 A 和 JB 有 〆 AUS )= M +；^ 的集 函数; z 称为一个 
有限加性 测度 . 由去我们的定义(与通常的用法）要求测度是可数加性的，因而从定义可知一个有限加性测度一般 
• 不是一十测度，尽管每个测度是有限加性测度. 



证明由于 
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B = A U [B ~ A] 

是不相交集合的并集，我们有 

fj.B — pA - {- fj.(B ~ A ) ^ fiA . 
2. 命题若 E ; 6 !B , " E , < oo 且 £ ; 〕 E ,. +1 ， 则 


A (I = lim〆，.. 


证明 设 E 


= (1 e ; . 


那么 


e ,= e u u (瓦〜 
且这是一个不相交集合的并集.因此 


由于 

是不相交集合的并集，我们有 
因此， 


这就得到命题. 

3. 命题若 ■ Ef ®， 则 


证明令 


i_=i 

E t = E i+1 U (瓦〜 

卜瓜〜 E i+1 ) = — f£i+i . 

f£\ = fjE + y ^ifjEi ~/jEi+i) 

»«i 

n-l 

”一 °° :=1 

=fj£ + fjEi — lim^tE n , 

u e <) < 

[ P4 


G „ = E „ 


那么 （?„(=£„ 且集合&不相交.因此 




^( UE .)= ■ 

—个测度"称为有限，若 〆 ; 0< oo , 它称为有限，若存在属于 S 的可测集序列<足〉使得 
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X = [J X - 

n=I 

且； 《叉„<00.根据命题 1.2 我们总是可以取 〈；u 为不相交的集合序列.有限测度的一个例子 
是 [0, 1] 上的勒贝格测度，而 (7 有限测度的一个例子是(一00, W) 上的勒贝格测度，不可数集 
上的计数测度是一个非 (T 有限的测度.习题48给出了其他例子. 

一 个集合 E 称为具有有限测度， 若 Ee2 且 一 个集合 E 称为具有 c 有限测度， 
若£是可数的具有有限测度的可测集簇的并集.任何包含于具有 <7有限测度的集合的可测集本 
身具有有限测度，可数的具有 <7有限测度的集簇的并集仍然具有 有限测度.若#是有限， 
则每个可测集具有有限测度. 

大致说来，几乎所有的勒贝格测度与勒贝格积分的熟知的性质对任意的 有限测度成立， 
而且抽象测度理论的处理限制其本身于 (7 有限测度.然而，一般理论的许多部分不要求有限 
这个假设，这个不必要的限制看起来不符合理论发展的需要.比<；有限较弱的概念是半有限概 
念.一个测度;《称为半有限的若每个具有无限测度的可测集合包含具有任意大的有限测度的可 
测集合.因此每个 C7 有限测度是半有限的，而将一个不可数集X的可数子集赋予0而将不可数 
集赋予〜的测度不是半有限的.非半有限的测度使人迷惑，人们尝试限制为仅考虑半有限测 
度.遗憾的是，许多测度上的自然运算，例如下一章的延拓过程，使我们离开半有限测度类. 

测度空间（X， S， 沁称为完备的，若 S 包含所有零测度集的子集，即若 Bd m B = 0, 
且 ACB 蕴涵 Aes. 因此勒贝格测度是完备的，而勒贝格测度限制于博雷尔集的代数不是完 
备的.以下命题(其证明留给读者(习题 7)) 表明每个测度空间可以通过添加零测度集的子集来 
完备化，该命题给出的测度空间(X, B。， 舛）称为(X， S, 户)的完备化. 

4. 命题若（ X，’£，沁是一个测度空间，则我们可以找到完备测度空间（X， S。， 户 0 ) 

使得 

i. ®CIBo. . 

ii. EE: 

iii. £6®o<^£=AUB. 其中 BesjLAClC，Ce®, "C = 0. 

若(X， /z) 是一个测度空间，我们说 X 的子集 £ 局部可测，若对于每个 /^<oo 的 
^Ef]Be i B. 局部可测集簇 e 是一个包含; B 的代数.测度称为饱和的，若每个局部可测 
集可测（即属于; B). 每个有限测度是饱和的.一个测度总是可以延拓为饱和测度，然而与完 
备化过程不同，饱和过程不惟一 确定： 具有 a 代数没有困难，因为我们简单地取所有局部可测 
集的<7代数 e， 但测度 p 常有不同的方法延拓到 e. 习题8给出了一些细节，在下一章我们将回 
到这一主题. 

隨 

1. 令 {AJ 为可数可测集簇，那么 , 

"( t Q =! ， ( t C| A ) 

2. 令 {(X a ， 乳，化）} 为测度空 0 簇，且假定集合 UJ 不相交，那么通过令 X=U&, 23 = {B： 
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(a)[B nx.e 瓦] } 且定义〆£) = (BDXJ, 我们可以构造一个薪的测度空间(称为它们 

的并集). 

a. 证明 S 是 代数 • 

b. 证明；^是一个测度 • 

C. 证明;^是<7有限当且仅当除可数个&为零外，其余为 <7有限. _ 

3. a. 假定 E! 和 E 2 € !B ，证明〆£〗△ £2) =0蕴涵户£^ =^£2. 
b. 证明若户完备， 

4. 令(X, 2, P 是一个测度空间且 Y6®， 令咏是迟中的那些包含于 Y 的集合组成的集簇. 

那么 ( y , 扮， 广）是一个测度空间，测度外称为"对 y 的限制. 

5. 令(X， B) 为可测空间. 

a. 若户和 d 是定义在®上的测度，则在 S 上定义为义£=戶|：+必的集函数 A 也是一个测度， 

我们将 A 记为户+认 

b. 若//和。是®上的测 度且户 则存在®上的测度 A 使得 //二幻+又. 

C. 若 w 为<7有限，贝 IJ(b) 中的测度 A 是惟一的. 

d. 证明一般测度 A 不必惟一但总存在这样的最小的 A. 

6. a. 证明每个 <;有限测度是半有限的. 

b. 证明每个测度/!是半有限测度; m 和仅取值为0和~的测度~的和 p+A. 

C. 测度 A 和 A — 般不惟一但总存在最小的外和对应于这个 M 的最小的 A . 

7. 证明命题 4. [首先证明由 （iii) 定义的族 Bo 是一个 <r 代数. 若 Ee %， 证明对于所有使得 E= 

AUB 的 A6S (其中 B 是零测度集的子集），相同.用这个事实定义抑且证 明押 是一个 
测度 .] 

8. a. 证明每个^有限测度是饱和的. 
b. 证明局部可测集簇是一个 <7代数. 

C. 令(X, 2,沁为测度空间且 e 为局部可测集的 代数. 对于 Eee， 若 Ees 设;;£=户1：,… 

若 设碎 = oo .证明(X, e, 沁是一个饱和测度空间. ' 

d. 若"是半有限且 Eee, %E=sup{^B： BGB, BCE}. 证明 （X, e, 芒）是一个饱和 
测度空间且&是"的延拓.给出一个例子说明 f 和; ^可以不同. 

9. <7环与 <r 代数： 一些作者倾向于在 <7环: R 上定义测度，即一个X的子集簇使得若 A 和 B 属于 
: R 则 A 〜 B 也如此，且若<4〉是3?的序列则 UA„ 属于; R. 因此一个 <7环31是<1代数当且仅当 

'X6K. 以下给出了 (7 环与 (7 代数之间的一些 关系： 

a. 令; R 为非 <r 代数的 <r 环，令 S 为包含: R 的最小<7代数，且设 K' = {E : E6K }, 那么 S = KUX 且 
01 ( 101 '= 0 . ' _ 

b. 若"是: r 上的测度，定义2上的;:为：若 Ee；R 则 f£：=^: 且若 Eeor 则;;£=一，则 f 是 
® 上的测度. 

C •定义 ® 上的苎 为：若 £：e：R 则芒£=户£：且若 £e：Rr， 

juE = sup{yi. : A c E,A 6 K} 
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那么芒也是一个 S 上的测度. 

d. 更一般地，对于任何非负扩充的实数定义 S 上的 抑为； 若£6灭则抑£：="£且若 E6X 
则 ~E = g£+A 那么仲是®上的测度. 

e. 若1<是任意在3?上与户一致的 S 上的测度，则对于某个/3>0, v = M/l . 


11.2 可测函数 


抽象可测空间上的可测函数的概念与关于实变量函数的可测函数的概念基本相同，因此， 
若以下命题和定理的证明本质上与 3. 5节中相同，则我们叙述它们而略去证明.读者应当去验 
证第3章中的证明可实施于抽象可测空间.贯穿本节我们始终假定某个固定的可测空间 
( X , S ) 是给定的. 

5. 命题 令/为定义在 X •上的扩充的实值函数，那么以下陈述 等价： 

i . {工： /( x )< a } e ； B 对于每个 a 成立. 

ii . { x ： /( 工对于每个 a 成立. 

. iii . { x -. / U )> a } e $ 对于每个 a 成立 • 
iv . { x ： /(工)彡对于每个《 成立. 

(见命题 3.18.) 

定义 定义在 X 上的扩充的实值函数/称为可测（或关于； B 可测），若命题5的任意一个陈 
述成立 • 

6. 定理若 c 是常数且函数/和茗可测，那么函数 /+ c ， c /， f+g, /. g •和 / Vg ■也是 
可测的.进一步地，若</„>是可测函数序列，则 sup /„， inf /„ , lim /„ 和 lim /„ 都是可测的. 

(见命题 3. 19和定理 3. 20.) 

谈到简单函数，如同前面的定义，我们指的是一个可测集 £；. 上的特征函数的有限线性组合 

fix') = Sc, aE (:c ) 

.=1 1 

7 •命题 令/为非负可測函数，那么存在一个简单函数序列〈奸〉满足外■•使得/ = 
lim % 在 X 的每一点 成立. 若/是定义在 < r 有限測度空间上的，则我们可以选取函数和使得它； 
们中的每一个在有限测度集外消失. 

8. 命题若"是一个完备测度且/是一个可測函数，则几乎处处 /= g 蕴涵 g 可测. 

(见命题 3.21.) 

集合 /&)<»} 有时称为/的坐标集，它们随 a 增加而増加. 以 下引理表明，给定一 j 
个随《增加的可测集簇 { BJ ， 我们可以找到一个可测函数/在以下意义下有这些坐标集. 

U ：/( x ) < a } CB a C { x : /( x )<«}. 

9. 引理假定对于实数的稠密集 D 的每一个 a , 存在集合艮使得对于 a </? 有扎 C ； i 
B ” 那么惟一存在 X 上的可测扩充的实值函数 / 使得在 B . 上 /< a 且在 X 〜 

证明 对于每个: fcGX ， 定义 

f(.x) = inf {a 6. D x e BJ 
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这里，如同通常的做法， inf 0 = oo . 若: ceB 。， 则 /(: c )< a . 若: c 适民，则对于每个沒 <«，: c 
乐 因而 /( x )> a . 为证明/可测，我们取 A 6 R 且选择一个 D 中的序列 < an 〉 满足 a „< A 且 
又 = lima „. 那么 

{ x ： fix') 

n=! 

若 /( x )< a , 则/(工)<0<对于某个 n 成立，因而 xeB„ n . 若对于任意71， xes„,, 那么 /(：c)< 
a„<A. 因此集合 U: /(x)<A> 都可测,，因而/可测. _ 

. 为证明/的惟一性，令 g 为任意满足在艮上 g< a 与在瓦上的扩充的实值函数，那 
么蕴涵 gCrXct， 因而 

{a G D ： x 6 -B,,} CZ {a 6 D • a ~^- g(x)}. 

由于 g ( x )< a 蕴涵 xe 氏，我们有 

<a 6 D ： a>g(x)) CZ{aeD--xe B a }. 

因为 D 的稠密性我们有 

g(x) ~ inf{a 6 : a > g(x)} = inf{a 6 ! a ^ g(x)} 

=inf{« ^ D x ^ BJ = f(sc). ■ 

先前的引理表明一个函数由它的坐标集惟一确定且这些坐标集可以取为任意递增的族 
(B a ), 假定我们对于满足 / U ) = cr 的 x 是否属于5„采取灵活的态度. 

在实际运用中，我们常常必须处理可测函数类(在几乎处处相等下).在这种情形中坐标集 
仅在模零集意义下定义；即在瓦上几乎处处成立而在上 /( d < a 几乎处处成立的 
集合{氏}.对于一个集族 { B „} 成为这种意义下的坐标集族，我们仅要求彳 BJ 几乎 递增； 即 
“玖〜即叫对于沒:^成立，这是下面命题的内容.在 11. 6节和第15章它被证明是有用的. 

10. 命题假定对于实数的稠密集 D 的每一个《赋予一个集合氏使得对于 a <) S ， ；u(B a 〜 
BP ==0, 那么存在可测函数 / 使得在上 /< a _ 几乎处处成立，而在 X 〜氐上 几乎处处 
成立.若 g 是任意具有该性质的其他函数，则 /= gr 几乎处处成立. 

证明令 C 为 D 的可数稠密子集，且对于属于（：的满足《<沒的 a 和卢设 N=U( 氏〜 

B f ), 那么 N 是可数的零测度集的并集因而其自身也是零测度集.令 B '„ = 氐 UN ， 对 C 中满 
足<^<月的 a 和点我们有 

B ： ~ = (B a ~ B ? ) ~N = 0. 

因此根据引理9存在一个可测函数/使得在圮上 /< y 且在 R 上_ 
令并选取 C 中的序列 〈 y „〉 满足《</„且《=1〖!1^„，那么 
瓦〜 B ; n 〔 （瓦〜 B r ) 

因此 P = U (瓦〜 B 、） 是可数的零集的并集因而是一个零集.那么在八上/< 

infy„= a ，且 A 〜 ^CZP. 因此在瓦上 /< a 几乎处处成立，类似的讨论表明在瓦上几乎 
处处成立. 

令 g 为扩充的实偉函数，对于每个 76C, 在艮上旦< 7 几乎处处成立而在艮上 g>y 几 
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闕 


乎处处成立，那么在圮上而在$上除属于零集仏的2外旦> 7 .因此 Q = UQ y 是一个 
零集且我们必有 /= g 在 X 〜 Q 上成立. ■ 

關 

10. 证明命题 7. [对于每个整数对 < w ， 《，令 

2 2r 

E„， t = { x - M - < fU )< a + l )2_"}, 且设％ 土 

i = 0 ' 

11. 证明命题8,并证明它是错的，若“完备”一词略去. 

12. 令</„>为可测函数序列其在除零测度集£外的点收敛于函数/，那么若户是完备的则/是 
可测函数. 

13. a . 可测实值函数序列</„>称为依测度收敛于函数/，若给定 e >0, 存在一个整数 iV 和一个 

可测集 £( 满足# < e ) 使得 

I /«(工 ) — fix ) |< e 

对于所有 n 彡 W 和所有:成立.证明若/„依测度收敛于/,则存在子序列/„ ; 几乎处 
处收敛于 /. 

b . 假定</„>是可测函数序列且每个 /- 在固定的可测集 A 外消失， ^ A < oo , 假定对于几乎 
所有的工，乂―/，那么</„>依测度收敛于 /. 

c , 一个可测函数序列/„称为是依测度的柯西序列，若给定«>0,存在一个整数 JV 和一个 

可测集 £：( 满足; z £< e ) 使得 . 

I f m { x ) |< e 

对于所有 n , 和所有 ： c $ £成立.证明若〈/„>是依测度的柯西序列，则存在一个 

函数/使得〈/„>依测度收敛于它. 

14. 令( X ， S ， 户)为测度空间而（ X , &，户 c ) 是它的完备化'，那么函数/关于&可测当且仅当 
存在关于®可测的函数 g 使得 f = g 几乎处处成立.这里几乎处处指的是存在满足 M E = 0 
的集合 EC ® 且在叉~£上/ =孚注意这不要求集合 U : /( x )# g U )} 属于； B . 

15. 令 D 为有理数而/为引理9的函数，根据集合{玛}表示集合忙： f ( x )< a }, { x : 

{ x ： f (. x )= a ). 

16. 在一般测度空间的框架下证明叶果洛夫定理(习题 3. 30). 

11.3 积分 


第4章的许多定义与证明仅依赖于那些对抽象测度空间的任意测度也成立的勒贝格测度的 
性质，并划归到这种情形.若 E 是可测集且 p 是非负简单函数，我们定义 

\ e 9 ^ = n E ), 

其中 


?>( 工)= 2^ £ , u ). 
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容易看到积分的值与我们所用的的表示无关.若 a 和6是正数且 p 和0是非负简单函 
数，则 

^<Kp -\-hj> = <2 J^3 + l/). 

令 / 为在有限测度的可测集£外恒等于零的有界可测函数，那么我们能够证明，正如同命题 
4.3 中所述 ， gfjV = 对于所有简单函数？和0成立当且仅当对于某个可测函数 g ，/=尽几 

乎处处成立.等价地，该等式成立当且仅当/关于^的完备化可测.这个结果表明积分理论考虑 
的自然的函数类是关于; /的完 备化：可测的函数类.因此除非特别说明，在本章其余部分我们将 
假定//是完备测度.在以下各章，我们定义关于 y 的积分为关于"的完备化的积分. ^631 

在第4章我们首先定义有界可测函数的积分,接着定义非负可测函数的积分为当 g 遍历所有 

在有限测度集外消失的有 界可测函数时知 的上确界.遗憾的是，这个定义不太适用于非半有 
限的测度的情形.因为若 S = { X ,0) 且 〆 0) = Q，fJi = %那么我们当然想要 J"ldp = oo . 但是 

在有限测度集外消失的仅有的可测函数是 g = 0, 因此 SU p | g c ^ = 0.为避免这种困难性，我们直 
接根据非负简单函数的积分定义非负可测函数的积分. 

定义令/为测度空间（ X ， B 屮）上的非负扩充的实值可测函数，那么|/知是当？遍历所有 

满足 0< f </ 的简单函数时积分的上 确界. 

从定义立刻得出/< g 蕴涵 JV < Jg 且 | c / = cj /. 然而在其他方面，这个定义显得不适用， 

这是因为我们对一大类简单函数簇取上确界,不能从定义立刻得出 J "(/+ g )= j /+ Jg . 因此，我 
们首先从建立收敛定理开始对积分的讨论.于是,这使得我们通过对任意收敛于/的简单函数的 
递增序列<%〉取的极限来确定 _[/ 的值.我们从法图引理 开始： 

11 .定理 （法图引理） 令</„〉为集合£上几乎处处收敛于函数/的非负可测函数组成的序 
列，那么 . 

- . 

证明不失一般性，我们可以假定对于每个: ce •£，/„(：*：)— / U ) .根据 JV 的定义仅需证明 
若 9 是满足的非负简单函数，则< limJ E /„. 

若1/ = m ,则存在一个可测集 A C £(满足^4 = co ) 使得在 A 上史> a > 0.设 A , = 

^ e E ： f t (x)>a 对于所有 6 成立 } ，那么 〈 A „〉 是递增可测集序列其并集包含 A ，这是由于 

屮 < lim /„.因此 lim 户 4„ = oo .由于 /- > 印 A „ ， 我们有 lim j/„ = 00 = 


画 
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若 < oo , 则集合 A = u e E ! f (^)>0} 是具有有限测度的可测集.令 M 为 P 的最大值， 
e 为给定的正数，且设 

A„ = {x e EdWXl — 对所有 

那么 < A „> 是一个其并集包含 A 的递增集合序列，因而 < A 〜戌〉 是交集为空的递减集合序列. 
根据命题2, Iim ^( A ~ A „) = 0, 因而我们能找到一个 n 使得 〆 A 〜八*)< £ 对于所有成 
立.因此对于 

>(1_ £ )1厂 

因此 

liinJ E /„ — e [ I / + M ]. 

由于 e 是任意的，因此 

llmf / 斗 ■ 

12. 单调收敛定理 令〈/„>为几乎处处收敛于函数/的非负可测函数的序列且假定 对于％ 
有 n ， /,</，那么 

|/= lim |/„. 

证明由于/„</，因此有 _[/„<_[/. 因此根据法图引理我们有 

我们现在可以建立积分的一些标准性质. 

13. 命题若/和 g 是非负可测函数且 a 和6是舴负常数，则 

Ja/+*£r = a|/+6jg. 

我们有 


J />0, 


等式成立仅当/=0几乎处处成立 • 

证明为证明第一个陈述，令¥〉和 〈办〉 为收敛于/和 g 的简单函数的递增序列，那么 
〈呼„+%>为收敛于 a /+ 岭的简单函数的递增序列.根据单调收敛定理， 


Ja/ + bg= lim ^a<p„ + hp„ 

=lim (ajp + 6 JV") 
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: a |^ +6 l g ' 


显然 J / 彡0.若|/=0,令人= h / te ) 彡 1/ tz }， 那么我们有/彡(1/«)心,，因而 = J ^ = 

0. 由于使/>0的集合是集合 A „ 的并集，因此它的测度为零. ■ 

将这个命题与单调收敛定理相结合，我们得到下面的系： 

14.系令</„>为非负可测的函数序列，那么 



对于非负函数 /( 在一个关于 p 的可测集合 E 上），若它可测且 

| £ /d^ < oo. 

则我们称它为可积. 

对于任意函数/，若/+和厂都可积，则我们称/为可积.在这种情形中我们定义 

W E /+ -1/' 

以下命题包含了积分的一些性质，其证明留给读者. 

_ 15.命题若/和 g 是可积 函数且 E 是可 测集 ，则 

i . | E ( c 1 /+ c 2 g ) = c ^\j + c ^\ E S ■ 

ii . 若 U I < I / I 且 A 可测， 则 A 可积， 

iii . 若几乎处处成立 ，则 


16.勒贝格收敛定理 令茗在£上可积，且假定〈/„>是可测函数序列使得在£上 

I fAx) |< 茗 ( 工） 

且在£上几乎处处有 

fix). 

那么 

L /=lim J/- 

证明将法图引理运用于序列旦+/„和 ？一/„. ■ 

17. 证明命题 15. 

18. 假设 p 不完备，但若 

对于所有简单函数和0成立时我们定义有界函数/在具有有限测度的集£上可积.证明 




/可积当且仅当它关于 / z 的完备化可测. 

19. 令/为测度空间( X ，上的可积函数.证明给定 e >0, 存在一个5>0使得对于每个 
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[2671 满足 ^ E <8 的可测集£：我们有 

20. 证明在这些收敛定理中几乎处处收敛可被依测度收敛代替(见习题 13). 

21. a . 证明若/可积，则集合 U : / Ot ) 乒 0} 是有限测度集. 

b . 证明若/可积，/>0,则对于某个在有限测度集外消失的递增的简单函数序列<%>, 
/ =lim cp n . 

c . 证明若/关于#可积，则给定 e 〉0, 存在简单函数 p 使得 

| | / — ^ | d // < e .' 

22. a . 令( X , S ，"）为测度空间且 g 为 X 上的非负可测函数，设成=|^如.证明 t ； 是 S 上的测度. 
b . 令/为 X 上的非负可测函数，那么 

J / ck ' = J /外. 

[提 示： 首先对当/是简单函数的情形建立这个等式接着运用单调收敛定理 .] 

23. 在测度空间( X , ") 上的函数/称为局部可测，若/对每个 B 内满足 " ECoo 的£的限 

制可测，即若 /)： E 可测. 

a. 证明/局部可测当且仅当它关于局部可测集的 j 代数可测. 

b . 令 / z 是<7有限测度.定义非负局部可测函数/的积分 [/ 为 p 遍历所有小于/的简单函数 
时的上确界，那么 JV = J / dp 其中&是习题 8 d 给出的测度 p 的延拓. 

11.4 一般收敛定理 


前面一节我们讨论了收敛函数序列的积分的行为，这些积分都是关于某个固定测度 y 的积 
1268] 分，我们能够把它们推广到允许测度也变化的情形.令( X , S ) 为可测空间且</0是一个定义 
在® 上的 集函数序列，我们说 /a ■集 合态地收敛于 集函数广若对于每个有//£=1〖111斤£：. 
有了这个概念，我们有以下两个命题，它们推广了法图引理和勒贝格收敛定理. 

17. 命题 令 ( X , S ) 为可测空间，（化〉为集合态地收敛于测度户的测度序列， 且 </„>是 
点态地收敛于函数/的非负.可测函数序列，那么 


证明 化集 合态地收敛于 y 蕴涵 


.. 



对于任意简单函 数？) 成立.从 J / 的定义可知仅需证明对于任何简单函数 f < 

]^[/„知„ 成立. 
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假定]^如< 00,那么 P 在有限测度集£外消失.令 e 为正数，且设 


E „ = {工:/ ( (工）彡（1—£) 〆 ：!：）对所有是彡? 7}. 

那么<£„>是递增的集合序列且其并集包含£，因此<£：〜£„>是递减可测集合序列且其交集为牵 
集. 因此根据命题2存在一个 m 使得 〆 £〜£„)<£. 由于 〆 E 〜 £ J = lim 外 （£〜£„), 我们 
可以选取使得 〜（£ 〜 E „)< e 对于 Otz 成立.由于 E 〜匚£〜£„,对于々>72我们有 


^(£~ E *)< e . 因此 


J / td ^* ^ | e (1 — e ) J E < pdfi k 


> (1 - £)!/(!"* - J E E fd "* 

XI — e ) J ^ dyu A — Me , 


其中 M 是炉的最大值.因此 


limj /^ d ^ ^ \ e 9^ ~ 6 M + JVd // • 


由于 e 是任意的， 


< pd //< lim fkd ^ ik . 


当 !?>〜= OO 的情形可类似地处理. 


18 .命题 令〈 X ， B > 为可测空间且化„>是一个 B 上的集合态地收敛于测度"的测度序列， 
令 〈人〉 和<&>为两个可测函数序列，并点态地收敛于/和假定丨/„丨<&且 
lim |g 本 =< oo. 

那么 

lim |/„ d "„ = j / d ^ u . 

证明将命题 17 运用于序列心 +/„ 和心一_ 

■ 

24. 令〈 X ，为可测空间，<~>为2上的测度序列使得对于每个 IS , mE 彡 M „ E . 令 
ftE = lim / i „ E , 那么 " 是 B 上的测度. 

25. 给出 一个可测空间上的递减测度序列使得定义为 mE =1—„ E 的集函数"不是一个测度. 

26. 令( X ， K ) 为可测空间， 〈#„> 为 S 上集合态地收敛于集函数//的测度序列.若 " X < oo , 则 
.户是一个测度. 


11.5 带号测度 


本节考虑若允许一个测度既可取正值又可取负值是否可能得到新结果 .. 我们首先注意到若 
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[2701 a 和巧是定义在相同可测空间（ X ， B ) 上的两个测度，则我们可以在（ X ， S ) 上定义一个新的 
测度内 如下： 

fji 3 (E) = d/jii (E) + c Z fii (E) ci ,c 2 ^ 0. 

若试着定义一个测度为 

vE = fuE — fuEl 

则会发生什么呢？ 

首先可能出现的是^不总是非负，这导致对带号测度的考虑，我们在以后将定义它.更为严重 
的困难来自于当内£=@ £=〜时》无定义这一事实.为此我们应当有内或内有限.带着这个 
考虑，我们做出以下 定义： 

定义谈到一个可测空间（ X , B ) 上的带号测度我们指的是对所有; B 的集合定义的扩充的 
实值集函数 v , 它满足下列 条件： 

i . w 至多取到值+ °°， 一 oo 中的一个. 

ii . ^(0)=0. 

iii . Q £,.)= 对于任意不相交的可测集序列£，成立，取等式意味着若有 

:=1 i=l ' 

限则右边级数绝对收敛，而在其他情形它适当发散. 

因此测度是带号测度的特殊情形，但一个带号测度一般不是一个测度.我们说一个集合 A 
关于带号测度 。是 正集，若 A 可测且对 A 的每个可测子集£有《£>0.正集的每个可测子集 
仍然是正集，且若我们取^到正集的限制则得到一个测度.类似地，一个集合 B 称为负集，若 
它是可测的且它的每个可测子集具有非正 u 测度.一个关于^既是正集又是负集的集合称为零 
集.一个可测集是零集当且仅肖它的每个可测子集的测度为零.读者必须仔细区分零集和测 
度为零的 集合： 每个零集测度必须为零，一个测度为零的集合可以是两个测度不为零但符号相 
反的集合之并集.类似地，一个正集不庳与仅仅具有正测度的集合混淆.我们有以下关于正集 
\ m 的引理.当然，类似的陈述对负集成立. 

19. 引理 正集的每个可测子集是正集.可数正集簇的并集是正集. 

证明根据正集的定义第一个陈述平凡成立.为证明第二个陈述，令 A 为正集序列 < A „〉 
的并集.若 E 是 A 的任何可测子集，设 

£„ = £ n 八 > n Ah n … n 足 . 

那么£„是乂„的可测子集因而由于£„不相交且 E = UE „， 我们有 
vE = 'f] vE n > 0. 

n=l 

因此 A 是正集. _ 

20 . 引理 令£为使得0<必<~的可测集，那么存在一个包含于£的正集 A 满足 dA >0. 
证明或者£本身是正集或者它包含负测度集.后一种情形中令叫为使得存在一个可测 

集满足 


vE x <- . 
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的最小正整数.依次类推，若 E 〜还不是一个正集，令屯为使得存在一个可测集^满足 

EjCE ~[ 0 Ei ] 

与 

vEi< S 

的最小正整数.若我们设 


A = E^[J E it 

k=l 



由于这是一个不相交集的并集，我们有 

vE = vA- {- ^ 

*=i 

由于有限，因此右边的级数绝对收敛.因此 E 1/ 叫收敛，且我们有屯―由于 
且 ® E >0, 我们必有 M >0. 

为证明 A 是正集，令 e >0 给定.由于叫 — oo , 我们可以选取 々充分 大使得(屯 一 DHCe . 

由于 

■ACZ E 〜如 ] ， 

因此 A 不能包含测度小于 一（^ — l )— 1 的可测集， 一（ 叫 一 I )— 1 大于 一 e . 因此 A 不能包含测度 
小于 一 e 的可测集 .. 由于 e 是任意正数，因此 A 不能包含负测度集，因而必须是正集 ■ 
21.命题（哈恩分解定理）令为可测空间（ X ， S ) 上的带号测度，那么存在一个正集 A 
和一个负集 B 使得 X = AUB 且 AflB =0. 

证明不失一般性，我们可以假定是 u 取不到的无限值，令 A 为遍历所有关于 u 为正 
的集合 A 时的上确界.由于空集是正的，因此;令 〈 A ,> 为正集序列使得 
A = limvA ，- 9 

且设 • 


A = Q A t . 

i=i 

根据引理 19 集合 A 是正集，因而但八〜人匚八因而。(八〜八,)>0.因此 
vA = vA { + v(A 〜 Ai) ^ vAi ， 

因此 t ； A > A ， 因而 uA =； l ， 且; l < oo . 

令 B =〜 A ， 且假设 E 是 B 的正子集，那么 E 和 A 不相交且 EUA 是一个 正集. 因此 
A ^ v{E [} A) = vE + vA = vE +A, 
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由于 0< A <° o , 这就得到 W £=0. 因此 B 不包含正测度的正子集，从而根据引理 20 B 不包含 
正测度的子集.因此， B 是一个负集. ■ 

将 X 分解为两个不相交集合 A 和 B 使得 A 对于® 正且 B 对于 t ； 负称为对于 t ; 的哈恩分 
解.命题21叙述的是对于每个带号测度哈恩分解的存在性.遗憾的是，哈恩分解不惟一. 

若 { A ， 执是对于 I ；的一个哈恩分解，则我们可以定义如下的两个测度/和 tT 满足 p = 
u + - v -. 

v + (E) = v(E fl A) 

和 

v~ ( E -) =— v(E fl B). 

对于( X ， 2) 上的两个测度功和％，若存在两个不相交可测集合 A 和 B (满足 X = AUB ) 使得 
v ,( A )-= v z ( B ) = 0, 则说它们为相互奇异(用记 号功丄 》 2 表示).因此如上定义的测度》 + 和 tT 
相互奇异.因此我们已经建立了以下命题的存在性部分，其惟一性部分留给读者. 

22. 命题令 w 为可测空间（ X ， S ) 上的带号测度，那么（ X , S ) 上存在两个互相奇异的测 
度 tz +和 tT 使得 w = w + — tT . 此外，仅存在一对这样互相奇异的测度. 

该命题中给出的®的分解称为 u 的若尔当分解.现 I 度，和 tT 称为 n 的正部和负部（或变 
差).由于 P 至多取到值+«>和一 oo 中的一个，因此或者 /或者 tT 必须有限.若它们都有限， 
则称® 为有限带号测度. 

定义为 

I vl (E) = v + E+v- E 

的测度 I I 称为 u 的绝对值或全变差.一个集合£对于 t ； 是正的，若 tT £=0. 它是零集， 
若 itH ( E )=0. 

■ 

27. a . 给出一个例子说明哈恩分解不必惟一. 
b. 证明哈恩分解除零集外惟一. 

28. 证明仅存在一对互相奇异的测度/和 tT 使得[提 杀： 证明任何这样的对确 
定一个哈恩分解并运用习题 27 b 的结果 .] 

29. 证明若£是任意可测集，则 

—v~ E ^vE ^v + E 
且 

I vE |<| ( E ). 

30. 证明若％和 巧 是任意两个有限带号测度，则吻+恥也是有限带号测度，其中^和卢是实 
数.证明 

I a ® I = I a I | I ' 

且 

I »i + w 2 <1 »i l+l v 2 I , 

其中指的是对于所有可测集 £, vE ^ m E . 
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31. 我们定义关于带号测度 u 的积分为 

|/dt; = |/dw + - J/ck;' 

若 I /| < M ，则 

|J p /cb|<M U I (E). 

此外，存在可测函数 / 满足丨/|<1使得 

£/ dw = I w I (E). 

32. a . 令 p 和 t ; 为有限带号测度..证明存在一个带号测度 y Au 它小于; u 和但大于任何小于 p 

和 。的其 他带号测度.[提 示： 用事实户 + lyu — t ； | ).] 

b . 证明存在一个测度 pVt ； 它大于#和 u 但小于任何大于 p 和 t ； 的其他测度.也有 

fi\Jv + fjL/\V=fx+V. 

C . 若"和 U 是正测度，则它们相互奇异当且仅当 " AU =0. 

11.6 拉东-尼柯迪姆定理 

令 or , B ) 为一个固定可测空间.若 P 和 t ； 是定义在( X , B ) 上的两个测度，我们说"和 X ； 
相互奇异(写为 "丄 t ;)， 若存在属于2的不相交集合 A 和73使得; f == AUB 且奴=户转 M 0. 尽 
管事实上奇异的概念在 t ； 和 P 是对称的，但我们有时说一个测度 t ； 关于^奇异.与奇异性对立 
的概念是绝对连续性一个测度 p 称为关于测度 P 绝对连续，若对于使 ^A = 0 的每个集合 A ， 
vA =0. 我们用记号 tKCp 表示一个测度 u 关于"绝连续. 

在"和 t ； 为带号测度的情形中，若 U 丨 《I " | 我们说 v < F , 而若 | ^丨丄 U I 我们说 

只要我们处理可测空间（ X ， ®) 上多于一个的测度时，术语“几乎处处”意义不清楚，且我 
们必须具体说 关于户 几乎处处或关于^几乎处处，等等，这些通常简写为 a . e . |>]和 a . e .[>]. 
若且性质 a . e . [户]成立，则它 a . e . [ w ] 成立. 

令"为测度，/是 X 上的非负可测函数.对于属于 B 的 E ， 设 

vE = l/ d ^ - 

那么 d 是定义在： B 上的集函数，且根据系14, u 是可数加性的，因此它是一个测度.测度 p 有 
限当且仅当/可积.由于#测度为零的集上的积分是零，因此有 T ； 关于"绝对连续.下一个定 
理表明，在 <7有限的限制下，每个绝对连续的测度 I 可用这种方式 得到. 

23. 定理(拉东-尼柯迪姆） 令( X ， B ， 户）为有限测度空间，且令 t ； 为定义在 S 上关于户 
绝对连续的测度，那么存在一个非负可测函数/使得对于每个属于； B 的集合£：我们有 
vE = £/ d ^. 

函数 / 在以下意义下 惟一： 若 g 是任意具有这个性质的可测函数，则茗 =/ a . e . [户] . 
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证明从有限推广到 c 有限的情形不困难我们将它留给读者，因此我们假定 p 有限，那么 
对于每个有理数《，印是一个带号测度.令 ( A ,, 氏）为 t ；—% 的哈恩分解，且取 = 
B o =0. 

现在 B •〜 严因此•〜巧 )<0 ‘，且因此 （ w _ 办 )( B •〜 BpSO . 若^> 
a , 这些蕴涵着 〆 B a 〜 BP = 0, 因而根据命题10,存在一个可测函数/使得对于每个有理数 
在人上我们有 /> a . e . 而在氐上有 /< aa . e .. 由于 B o = 0， 我们可以取/为非负. 

令£是®内的任意集合，且设 

= £ 门 （ B ( h > i)/n 〜 B t/N ) , E„ = E 〜 IJ B k / N . 


那么 U &, 且这是不相交模零集的并集.因此 
*=0 

vE — vE w + y]vE k . 

k =0 

由于& 〔_ Bu + 1)/ n A > U ， 因此 在艮上 我们有因而 

> E * < | E / d " < ^^ £ *. 

由于^，我们有 

vE t — ^E k < /d^i < vE t + . 

在氏上我们有 /= ooa . & . 若^>0, 我们必有 t £„= oo , 这是因为对于每个 a , (>—%)£„是 
疋的.若^0=0,我们有 W E „=0, 这是由于 tKQ . 在这两种情形中都有 

vE - = L /V 

J E oo 

这个等式与我们先前的不等式相 加得到 

疋 一 去"£ < J / d " < 疋 + ^ E - 

由于 pE 有限且 N 任意，我们必须有 



定理23给出的函数/称为 W 关于"的拉东-尼柯迪姆导数，它有时记为[如/知]. 

24._命题（勒贝格分解）令( X , ®, p ) 为有限测度空间且 w 是定义在 B 上的有限测度， 
那么我们能找到一个关于 p 奇异的测度 B 。 和一个关于户绝对连续的测度使得》=巩+巧. 
测度 w 。 和是惟一的. 

证明由于 y 和^是^有限测度，因此测度 As ^+ t ； 也是有限测度.由于4和》都关于 
A 绝对连续，因此拉东-尼柯迪姆定理断言存在非负可测函数/和 g 使得对于每个 £GS 
( jE = £/ dA , vE = £ gcU . 

令 A ={: c : / U )>0}， B={x： f(x)=0), 那么 X 是 A 和 B 的不相交的并集， ^£ = 0. 若我 
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们定义如为 

则有 t ； o ( A )=0 因而队 丄户 •令 


v 0 E = v(E H B ) ， 


Wl ( E ) = .( EnA )= j £ n / cU . 

那么且我们仅需证明 V 々. 令£为"测度为零的集合，那么 

0 = / jE = j £ / 办， [278] 

且在£:上/=0 a . e . [ A ]. 由于在 Af |£ 上/>0，因而必有 A ( A 门 £) =0. 因此试 A 门£3 =0， 

因而叫(£)=试八门£)=0.这就建立了命题(除惟一性外，我们将其证明留给读者). ■ 

ptm 

33. a . 证明有限测度 p 的拉东-尼柯迪姆定理蕴涵 a 有限测度的拉东-尼柯迪姆定理.[提 示： 

将 X 分解为具有有限^测度的集合的可数并集且对于每个 X ,•运用拉东-尼柯迪姆定 
理以得到 /. 证明/具有所要求的性质 .] 

b . 证明拉东-尼柯迪姆定理的函数/是惟一的. 

34. 拉东-尼柯迪姆导数. 令(1， x >， A 为有限，证明拉东-尼柯迪姆导数[如/如]具有以下 
性质: 

a . 若且/是非负可测函数，则 

b _ [^]=[^] + [$]- 

c . 若《户《义，贝 U ■ „ . . 

「电 1= r ^ ir^i .. 

[ dx ]~ La ^ JLcuJ - 

d . 若1/《户 且; [/《■&， 则 

[ a 省. 

35. a . 证明若 t ； 是使得 r ； 丄"且的带号测度，则 

b . 证明若 w ! 和 w 2 关于; u 奇异，则 + c 2 w 2 关于户 奇异. 

C . 证明若％和关于 A (绝对连续，则 C 1 W + C 2 W 2 关于 P 绝对连续. 
d . 证明勒贝格分解的惟一性断言. 

36. 推广拉东-尼柯迪姆定理到带号测度的情形. _ 

37. 复测度.将 < r 代数 S 中的每个集£赋予一个复数 t / E 的集函数 t ； 称为一个复测度， 若 v 0 = 

0且对于 B 内每个可数的不相交并集 U £, •我们有 

^(U £.) = f >£,， 


其中右边绝对收敛. 
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a . 证明每个复测度 。可 表示为幻=川—涔一扣，其中灼，涔，灼和 a 是有限测度 • 

b . 证明对于每个复测度 n 存在一个测度"和一个复值可测函数 〆 满足 | =1) 使得对于 

每个 属于: B 的 E ， 



[提 示： 运用拉东-尼柯迪姆定理于关于测度; ( A + 涔+灼+〜的测度 //,-•] 

c . 证明 （ b ) 中测度 p 是惟一的 且在" 测度为零的集合内 p 惟一确定. 

d . ( b ) 中的 测度# 称为 t ; 的全变差或绝对值，有时记为 | t ； I . 证明习题31的结果对复测 
度成立. 

e . 若 t ； 是一个复测度满足 | ( X )= l 且 t ;( X ) = l , 则 t ； 是正的实测度. 

38. 拉东- 尼柯迪姆定理的另一证明. 我们能给出一个独立于哈恩分解定理的拉东-尼柯迪姆定 
理的证明，该证明运用命题 10. 28,它叙述的是对于希尔伯特空间 H 上的每一个有界线性 
泛函 F ， 存在一个属于 H 的 g 使得对于所有属于 H 的/， F (/) = (/, g). 这个证明归功 
于冯 • 诺依曼，证明细节概括 如下： 

a . 令户和幻为可测空间 （ X , S ) 上的有限测度，且设 A =户+认定义 F (/) =|/如,那么 F 是 
L 2 ( A ) 上的有界线形泛函. 

b . 函数 & eL 2 a ) 使得 F (/)= cf , 尽)具有性质0<旦<1且 

^( E)=| £ gdA 

v(E)= £(1 — g)cU. 

C. 若 v 《 P ， 则; K < p 且仅在 // 测度为零的集合 g = 0. 在这种情形中 

A(E) = J/ _1 ‘ 

[提 示： 考虑习题 22.] 
d . 若 v 《 M ， 则 — 一 1 关于户可积且 

v(E) =^{\- g)g~ l Afi. 

39. 用以下例子说明拉东-尼柯迪姆定理中#是有限的假设不可省略.令 X = [0,1], S 为[0，1] 
的勒贝格可测子集类，且取 d 为勒贝格测度#为 S 上的计数测度，那么》有限且关于^绝对连 
续，但不存在函数/使得= _[/知对于所有£ 6 S 成立.在哪一点定理23的证明对这个 
例子不适用？ 

40. 可分解测度.令( X ， S ， P 为测度空间.对于 X 的一个不相交可测子集簇 { XJ ， 若对于 
每个《有/^。<00以及若对每个可测集£^#=0使得 〆 £ f !； U =0 对所有 a 成立，则我 
们称它为 P 的分解.对于一个测度^若它有一个分解则我们称它为可分解的. 

a . 若{^} 是# 的分解，且£是任意可测集，则 〆 :=2//(足门£),其中 E 的意义与习题 
2. 21相同. 
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b . 若是完备测度 p 的一个分解，则/局部可测当且仅当对于每个《，/对 X 。的限制可 
测.若/是 X 的非负局部可测函数，则 

L /〜 = ? L ， 

c . 令 d 关于 / i 绝对连续，且假定存在集簇<^}既是"又是 t ; 的分解，那么存在一个非负、 

局部可测实值函数/使得对于每个可测集 E 我们有 

W E = |/ d ；, _ 

d . 若我们不假设为 t ; 的分解而仅假设若£6 S 且对于所有《, W (£ fUJ =0 则 uE =0, 

则 ( c ) 的结论仍然成立. 

1L7 1/空间 

若 ( Up ) 是一个完备测度空间，我们用 L 〜) 表示所有满足 J " | / | f (^< oo 的 X 上的可 

测函数组成的空间，考虑1/中的两个函数等价，若它们几乎处处相等.如同第6章，我们定义 
dfl ) 为有界可测函数空间,对于1 < /> < oo 我们设 

ll / IU = { Jl /叫广 ， 

对于/) = 00 我们设 

|| / |U = ess sup | / I . 

注意到空间 沁 依赖于 p 的选择以确定范数和等价函数类，但这仅要求知道零测度集是 
什么. 

如同第6章可得到闵可夫斯基不等式、赫尔德不等式与里斯-菲舍尔 定理， 我们用以下定 
理概括 它幻： 

25. 定理 对于 l < p < oo , 空间 I / Q ) 是巴拿赫空间， 若/61/(户）， 其中 
l //»+ l / g = l , 那么且 

J " 丨 /g .1 d " < II /II/. II g I!,. 

以下命题是李特尔伍德第二原理的一个版本，其证明留给 读者： 

26. 命题 令 /61/(户）， l < p < oo , 那么给定 £ >0,存在一个在一个有限测度集外消失 
的简单函数 史使得 II /_9> IU < s . 

根据赫尔德不等式每个用如下的方式定义了 上的线性泛函 F : 

F(/) = \fgAiu _ 

且不难证明 II F || = || || . 在本节的剩余部分我们的目标是建立逆定理(里斯表示定理），它 

叙述的是对于1</><°°，上的每个线性泛函具有这种形式，且若户是<1有限的，则 
UG ) 上的每个线性泛函具有这种形式.我们从建立以下引理开始. 

27. 引理令( X ， / i ) 为有限测度空间且 g 为可积函数使得对于某个常数 M , 
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<M|| 95 IU 


对于所有简单函 数？) 成立，那么 geiA 

证明假定 P >1 , 且令 〈办〉 为递增趋于 I g h 的非负简单函数序列.设 

<p„ = (i/ij^sgn g. 

那么 A 是简单函数，且 



由于 ( png ^ 1 <Pn i \ ( J>n \ WqZ= \ (pn \ ^ 

我们有 




<m\\ 9 „ 11 , 



由于 1—■1">=1/?， 因此 

1 卜厂 <M 

或 

jVdp < M 9 ， 

且根据单调收敛定理 

1 J.'i 

P=l 的情形留给 读者. 



我们将运用以下引理，其证明留给读者. 

28. 引理令〈£：„>为不相交的可测集序列，且对于每个《令/„为1/(1<户<00)的函数其在 


£„外消失.设，那么 /6 I / 当且仅当 B |/„ P < oo . 在这种情形 /= S /„ 属于 ！/; 即， 

n=l 

II /— 左 /ill 广 0 

i = l 

且 

ll/p = E 11 /»P. 

n=l 

29 .里斯表示定理 令 F 为 I /( p ) 上的有界线性泛函，其中 l </>< oo , 户为有限测度, 
那么惟一存在的元素其中 l / g + l/p = l , 使得 
F (/) = |/ gd //. 

我们也有 II F || = || g 

证明我们首先考虑户为有限测度的情形，那么每个有界可测函数在 1/(") 中. 定义可测 
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集上的集函数 T ； 为 


vE = F(Ze). 

若 f ： 是不相交的可测集序列〈艮>的并集， 4 a „= S gnF ( Z E „)， 且设 /= E a ”； ^， 则根据引理28 
和 F 的有界性，我们有 

f] \vE n \= F (/) < OO 

n=l 

和 

f^vE„ = F(Xe) = vE. _ 

n=I 

因此 〃 是一个带号测度且根据定义它关于 P 绝对连续.根据拉东-尼柯迪姆定理存在一个可 
测函数 g 使得对于每个可测集 E 我们有= \ gi ^. 由于 w 总是有限的，因此 g 是可积的. 

若 P 是一 个简单函数，则 F 和积分的线性蕴涵 

Fi<p) = jfgd/i. 

由于左边以 I ! F || || 为界，根据引理27我们有令 G 为定义为 
Gif) - J/gd^. 

的 P 上的有界线性泛函，那么 G — F 是一个有界线性泛函其在简单函数的子空间上消失.根据 
命题26,简单函数在1/稠密，因而 G — F =0. 因此对于所有/€!/， 

F(f) = |/ 外， 

且容易证明 l | F || = || G|i = || g ||,. „ 

函数尽必须确定一个惟一的 P 的元素，这是因为若幻和心确定相同的泛函 F .， 则 g 2 . 

必给出零泛函，因而 || g ,— g 2 ||,=0.因此& = ff 2 几乎处处成立 • 

为将定理推广到 a 有限的情形，令 〈 X „> 为递増有限测度的可测集序列，其并集为 X . 有限测 
度空间的定理蕴涵着对每个《，存在一个函数仏.属于 P 使得在乂„外消失，并且 F (/) = 

|众„如对所有在叉„处消失的 / e ：/ 成立.此外 ， || 仏 || 9 < || F || . 由于任意具有这一性质的函 

数1 除在零测度集上改变外在上惟一确定且由于 g „ +1 也具有这个性质，因此可以假定在； i ：„ 

上 g - +1 =仏.对于 : r 6 X „ ，设 g ( x )= g „( x ) ，那么是良定义的可测函数且 I 仏 I 逐点地递增到 
I g 丨，因此根据单调收敛定理 _ 

| I g |M"= lim I I g„ \ q A[x 

< IlFlh ， - . 

且 

对于 /6 I /, 在厶上令/,, = /， 在兄 ，上令/,=0,那么/,,点态地收敛于/且属于.由 
于丨 /g I 可积且 I /„g I < I /g I ，因此勒贝格收敛定理给出 
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jfgdfi = lim 」/„ gd " 

= lim 

=Um F(/„) 

=F(/). ■ 

. 若 p = l ， 则要求 "为 j 有限是必要的.习题47和48给出了一些推广和 反例. 若夕>1,则 j 
有限不必要. 

30.定理令 jF 为 1^(//) 上的有界线性泛函且 l < f < oo , 那么存在惟一的元素使得 
F(/) = J/g-dy. 

我们有 II F II = _ II g |_. 

证明根据前面的定理，若 E 是任何具有有限测度的可测集，则惟一存在其 
在£:外消失，并使得对于每个在£:外消失的 / ei /， 有 

F ( f > = Jg - c / d ^ 

的惟一性蕴涵着若 A C = E ， 则在 A 上 gA = ^ E a . e .. 对于每个具有 <7有限测度的集合£设 
X ( E ) = J | g E 卜如，那么对于 A 匚£，我们有 A ( A ) < A ( E )< || F | h . 令〈艮〉为有限测度集合 

的序列使得 A (£„) 趋向于 A 的最大值 m , 那么 H = U 是具有 CT 有限测度的集合，且根据 A 的单 
调性我们有 A ( H ) = m . 

_ 令 g 定义为在 H 上为在其余点为0,那么 g 6 1^.若£是任何包含 H 的<7有限测度的集 

合，则在 H 上 gE = 如 a . e .. 但 j 丨 g E | ? = A (£)< A ( H ) =| \ g „ | 9 ，因而在 £ 〜 H 上 gE = 
0 a . e . • 因此在 E 上几乎处处尽 E =& 

若 f 6 U ， 则集合 N ={ x : / Gt ) 关 0} 是具有 < t 有限测度的集合，因而集合 E =7 VUH 也如 
此.因此 

F(f) = ^fg E d/jL = ^fgdf!. 

II F || 与 II g L 的相等性可如同前面定理 得到. ■ 

41. 证明命题 26. 

42. 对 f = l 的情形证明引理 27. 

43. 证明若我们仅假定；《为 cr 有限，引理27仍然成立. 

44. 证明引理 28. 

45. 对于尽 6 D ， 令 F 为如下定义的 P 上的线性 泛函： 

F { f )=\ fgd ^. 

证明 m = imi,.. 
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46. a . 令户为可数集 X 上的计数测度，证明1/(沁=". 

b •讨论空间 "（ X )= I /( y )， 其中户是不一定可数的集合 X 上的计数测度 • 

47. 令 ( X , S ， 沁 为可分解的测度空间 (参 考习题 40). 

a . 证明对于 Pk ) 上的每一个有界线性泛函 F ， 存在一个有界局部可测函数 g 使得 F (/) = 

b . 证明的对偶空间是！/"(&)，其中芒是习题 8 d 中给出的户的饱和化测度. 

48. 令 A 和 B 为具有不同数目元素的不可数集且 ％ X = AXJB ， 形如 {0:, ； y > : : c = a } 的集合称 
为垂直直线，形如 { U ， : y =6} 的集合称为水平直线，令 B 为 X 的子集£组成的簇，使 
得对于每条水平直线或者垂直直线 L 或者£门 L 或者 £ f 1 L 可数，那么; B 是 <7代数 .令斤 
为使得 S 门 L 可数的水平直线和箠直直线的数目，为使得£ fl L 可数的水平直线的数目， 
那么"和 t ； 是 S 上的测度，且我们能够通过设 F (/)= J / cb 定义 L ^) 上的有界线性泛函.不 
存在局部可测函数 g 使得 


W = \ fg ^ 


[2871 



第 12 章测度与外测度 

本章我们首先考虑在 ( T 代数上定义测度的某些方法.在勒贝格测度的情形我们定义开集的 
测度并用它来定义外测度，由此我们得到可测集与勒贝格测度的概念，’这样的程序一般是可行 
的. 12.1 节我们讨论从外测度导出测度的过程， 12. 2节我们从仅定义在集合的代数上的测度 
导出外测度，本章的其佘部分讨论这个过程的一些应用. 

12.1 外测度与可测性 

谈到外测度，，我们指的是定义在空间 X 的所有子集上的非负扩充的实值集函数，它具 
有下列 性质： 

i. ^* 0=0. 

ii . AC ： J 3 =>〆 B . 

Hi.EcQ 

i=l 

第二条性质称为单调性而第三条性质称为可数次加性.注意到有限次加性 ( i ) 可由 （ iii ) 得到.由 
于 ( ii )， 性质 ( iii ) 可替代为 

iii . E = 0 £,■ ，£,•不相交 =>〆 E < f ] ， 

i=l «=1 

若，我们称外测度，有限. 

类似于勒贝格测度的情形，我们定义一个集合 E 关于，可测，若对于每个集合 A 我们有 
/( A ) = 〆 （A PI E )+^( Af ] E ). 

由于，是次加性的，为证明£可测仅需证明 

〆 （ a ) > 户* (a n e ) + 〆 （a n £) 

对于每个 A 成立.当， Azm 这个不等式平凡成立，因此我们仅需对于满足， A 有限的集合 
A 建立它 • 

1 •定理 戶*可测集类 S 是一个 代数. 若;;是，在 S 的限制，则； :是 B 上的完备测度. 

证明平凡地，空集是可测的.£和£可测性定义的对称性表明，只要£可测就有宏 
可测. ' 

令氏和^为可测集.根据£ 2 的可测性 

/( a ) =， （a n e 2 )+ m '(a n e 2 ) 

'且根据私的可测性 

^( a ) 由， （ An £ 2 )+， o 4 n 艮 n h)+，（a n 良 n 良） 

由于 

a n [£i u e 2 ] = [a n e 2 j u [a n £i n 艮]， 

根据次加性，我们有 

^•(a n ce , u £ 2 ]> （a n e 2 )+，（a n 艮 n 
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因而 

ue 2 ])+，(a n £1 n e 2 ). 

这意味着可测，由于 

~( E. \ JE 2 ) = E } (] E t . 

因此两个可测集的并集是可测集，由归纳法，有限个可测集的并集是可测集，这表明; B 是一个 
集合的代数. 

假定 £=UE,, 其中 〈E,> 是不相交可测集序列，且设 
G„ = Q E,, 

i«l 

那么 G„ 可测，且由于忌〔6„， 

， （ a ) =， （a n g „) +〆 (An g„) ^^*(a n gj +， （a n s) ， 

现在 G„nE„=£„, c„n£„=&„_!, 且根据£„的可测性我们有 

"•(An G„) =，（A n £„)+，（a nc^). 

根据归纳 

〆 (A n G .) = (A flE ; )， 

t = l 

因而 

， （A)>〆 (A n £) + (A 门 £：••) 

r'=l 

^ (A r \ E ) + fz'{A f] E ) , 

由于 

Afl£cp(Ari£ ; ). 

因此 £： 可测.由于一个代数内的任何集合序^的并集可被该代数内的不相交的集合的并集代 
替，因此 S 是一个 CT 代数 • 

我们接着说明的有限 加性. 令^和£ 2 为不相交的可测集，那么£ 2 的可测性蕴涵 
U E 1 )= ^ (E, U E t ) 

= ^*([e. ue 2 ] n e z ) +， ([^ u e 2 ] n £ 2 ) 

由归纳得到有限加性. 

若£是不相交的可测集序列{£ ; }的并集，则 

' «=1 f i = l 

因而 

. «=1 
但根据，的次加性 
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；；(£)< 

i=l 

因此是可数加性的，由于它是非负的且;0 = 0,因此它是一个 测度. ■ 

1. 证明 f 的完备性. 

2. 假设〈£：,•>为不相交的可测集序列且£=1)巧，那么对于任意集 A , 我们有 

〆 （ Af | f ：) = S ，（ AflE ,.). 

12.2 延拓定理 

谈到一个代数上的测度，我们指的是定义在集代数 a 上的非负扩充的实值集函数^它具 
有下列 性质： 

1. ^(0)=o. 

ii . 若 〈 A ;> 是 a 中不相交的集合序列其并集也属于 a , 则 
J Q A .) = 

' i=] • «=1 

因此代数 ct 上的测度是一个测度当且仅当 a 是一个代数.本节的目标是要表明，若从集代数 
a 上的测度出发，我们可以把它延拓成定义在包含 a 的<7代数上的测度.我们实现这一目标的 
途 径是： 用这个代数的测度构造外测度，并证明由，诱导的测度;;是合乎要求的#的延拓. 
我们从 p 构造的过程类似于从区间长度构造勒贝格外 测度： 我们定义 

^•E = ( l ) 

i=l 

其中(人〉遍历 a 中所有使得 EcpA ,. 的序列.我们首先建立一些关于，的引理. 

2. 引理若 A e a 且〈人〉是 a 中的任意集合序列使得 Aczl 3 A ;, 则 〆 公 〆 ,.， 

i=i i=i 

证明设 

= A 门 A „ 门 Ah 门 … fl 2 i . 

那么且 B „ ea 且艮 c 九.但 a 是不相交的集合序列 < B „> m 并集，因而根据可数加性 

fA = _ 

3. 系.若 则， A =/ zA . 

4. 引理集函数，是一个外测度. 

证明由于，显然是一个对所有集定义且户 • 0 = 0的单调非负集函数，因此我们仅需证 
明它是可数加性的.令若对任何 i , ^* E , = oo , 则有，£<2/£, = 00.若不是 
这样，则给定 e >0, 对 于每个 i 存在一个 ft 中的集 合序列 使得 £,.(=04 且 
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那么 


由于 e 是任意正数，因此 


且，是次加性的. 

5. 引理若 AGa ， 则 A 关于户•可测 • 

证明令£为具有有限外测度的任意集合且 e 是一个正数，那么存在 a 中的序列 < A ,.〉 使得 
ECPA , ■且 

* E+e. 

根据^在 a 上的加性我们有 

"( A ,) = p ( A ; n A )+^( A ; 门 I ). 

因此 

B 4*.e> y]/t(Aj H A) + ^ju(A t ft A) 

i=l i=l 

彡， （£n A)+，（f：ni), 

这是由于 

ERACU ( A ,, n A ) 

及 

£门 AcU ( A , n A ). 

由于 e 是任意正数，因此 

"*£>，（£ A A ) + 〆 (E n A ), 

因而 A 可测. ■ 

我们已经定义的外测度称为由 # 诱导的外测度.对于一个给定的集代数 .Ct， 我们用& 
表示那些 a 的集合的可数并集且用 CU 表示那些 a, 内集合的可数交集. 

6. 命题令户为代数 ( J 上的测度，户*为由户诱导的外测度，£为任意集，那么对于 e 〉0, 
存在一个集合 Ae 氐满足 £ C = A 且 

//* A E ~he, 

也存在集合一个满足 ECB 且， 

证明根据，的定义存在 a 中的序列<八>使得 ECIUA, •且 

fx * Ee . 

»=i 

设 A=UA” 那么， A<E，A f = E〆^.. 


〆 E < ^^A,y < 2//* Ei +£. 

V t=l 

i=i 

■ 
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为证明第二个陈述，我们注意到对于每个正整数 n 存在氐中的集合七满足£〔八„且 
fi' A n <f,'E+\/n. ^ B = OA „. 那么 BG 知且£匚5•由于 BCA „， 因此， 

( z - E + l / n . 由于 n 是任意的，因此 £. 但 £ CB ， 因而根据单调性，£•因 
此鼴 
一个外测度，称为正则的，若给定 X 的任意子集 E 和任意 e >0, 存在一个，可测集 A 
满足 £ C = A 且 

4<，£十 e . 

根据引理5和命题6,每个由代数上的测度诱导的外测度是正则外测度. 

若运用该命题于 E 是具有有限测度的可测集的情形，我们看到£必定是 CU 中的集合 S 与 
零测度集的差.这就给出了具有有限测度的可测集的结构，而下一个命题把它推广到 a 有限的 
情形，它可以看成是李特尔伍德第一原理的推广，是证明我们的定理的关键元素.习题7和 
10给出了这一原理的其他形式.命题 11. 7和 11. 26以及习题11、 11. 16和 11. 21 c 给出了李特 
尔伍德其他原理的版本. 

7•命题令//为代数 e 上的 it 有限测度，且令，为由户生成的外测度.一个集合 E 是 
可测当且仅当它是氏,中的集合 A 与满足 "*B = 0 的集合 B 的适当的差 A 〜 B . 每个满足 ， S = 
0的集合 B 包含于(^中满足， C '=0 的集合 C . 

证明命题的“当”部分由每个‘中的集合必定可测的事实得到，这是由于可测集构成一 
个 t 代数，而由于;:完备因而每个//测度为零的集合必可测. 

为证明命题的“仅当”部分，令{足}为(1内的可数不相交集簇满足有限且 X = UX ,. 若 
£:是可测的，则 E 是不相交可测集 £：,•== X ,•门£的并集.根据命题6,对于每个正整数 rz ， 我们 
可以找到氐内的集合 A „ ，.使得 E,C A „ ; 且 

jA ni <^£, +^ 7 . 

设 

A „ = [J A ni . 

i=i 

那么 £ CA „, 且 〜 £ ; ]. 因此 
*=1 


〜 ^(A ni - £,) 

由于 A „6 0„， 因此集合焱=(1疋属于 CU , 且对于每个 ; j 


因此 


A 〜 E C ： A ,, 〜 £. 


Jx(A ~ E ) <^( A „ ~£)< 



第 J 2 章 测度与外測度 191 


由于这个不等式对于每个正整数《成立，我们必须有 

~^A ~ E) = 0. m 

我们把本节的结果概括成如下定理. 

8. 定理 (卡拉泰奥多里）.令 p 为代数 ft 上的测度，，为由户诱导的外测度，那么，到， 
可测集的限制 Z 是到 一个户 到包含 a 的 J 代数的延拓.若, u 有限（或 j 有限），则；;也如此.若 
户是^•有限的，则 f 是包含 ci 的最小代数上仅有的作为户的延拓的测度. 

证明从系3、弓 I 理5和定理1我们可直接得 到厂是 #从 a 到包含 a 的代数上的测度的延 
拓，容真证明只要"有限或有限则;:也是如此. 

为证明 P 为 C 7 有限时;；的惟一性，我们令 s 为包含 a 的最小 a 代数且 / T 是 s 上某个与 p 在 a 
一致的 测度. . ,， • 

由于 每个艮 中的集合可以表示为 a 中可数个不相交集的并集，因 此在氐 上测度 f 必与 f — 
致.令 B 为 S 中的任意具有有限外测度的集合，那么根据命题6存在属于％的 A 满足 BCA 且 
fx' A fi' B e. 

由于 BCA , 因此 

由于 e 是任意正数，对于每个 Be ® 我们有 

/xB fj " B 

由于关于，可测的集类是一个包含 Ct 的 a 代数，因此每个 B 内的 B 必可测.若 B 可测且 
A 属于氐满足 BCA 及， A <， B + e , 则 

fi" A = n' B -^p' (A ~ B), 

因而若， BCm ， 则 

//(A ~ B) srC fji" {A ~ B) ^ e. 

因此 

^B^(i'A= flA 

= }lB + jKA^B) 

^ JxB 4 - e. 

由于 e 是任意的，我们有 

fi * B 《卩 B 

因而 

〆 B = pB. 

若"是 <7 有限测度，令{^为®内的可数不相交集簇满足 X = UX , •且" X ,•有限.若 S 是 S 
内的任意集，则 

B = (J (Z, n B) 

且这是怎内可数的不相交集合的并集， 因而 我们有 

^ E = E ^( x , nB ) 


及 
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^ B = S ^( X , nB ). 

由于/ /( 兄 rbxoo , 我们有 

^( x f n b ) =^( x ; n b ). ■ 

该延拓过程不仅把 /■< 延拓到包含 ft 的最小的 a 代数 3 上的测度，而且完备化和饱和化该测 
度.若 "是 a 有限，则到®的延拓已经饱和化，且到，可测集的延拓仅仅 是厂在 S 上的延拓的 
完备化.若 / z 不是 a 有限，则到，可测集的延拓也饱和化厂.应该观察到在这种情形中户到 S 
的延拓不必惟一（习题3)，虽然对于每个满足^ < oo 的 S 的集合 B 任何延拓必须与致， 
且我们总是有在 12. 6节和 12. 7节我们将回到延拓和惟一性问题. 

从具有比集代数少的结构的集簇 e 上的集函数开始常常是方便的.我们说 X 的一个子集簇 
e 是集合的半代数，若 e 内的任两个集合的交集仍在 e 内且 e 内的任何集合的补集是 e 内有限的 
不相交集合的并集.若 e 是任何集合的半代数，则由空集和所有 e 内的有限的不相交集合的并 
集组成的簇 ct 是一个集合的代数，它称为由 e 生成的代数. 若# 是定义在 e 上的集函数， 贝!] 只 
要 A 是 e 内的不相交的集合£,的并集，就会自然地去尝试定义 a 上的有限加性集函数 

M = E 戽 

i=l 

由于有多种方法把 a 内的集合 A 表示为 e 内的不相交的集合的并集，因此我们必须确定这样的 
程序导致 〆 i 的惟一值.以下命题给出了在何条件下这个程序可以执行并给出代数 a 上的测度. 

9.命题令 e 为集合的半代数且户是定义在 e 上的非负集函数满足 "0=0( 若 06 e )， 那 
么若满足以下 条件： 

i . 若 e 内的集合 c 是 e 内的有限不相交集簇{(： ; }的并集， 则； 

ii . 若 e 内的集合 c 是 e 内的可数不相交集簇 { C ,.} 的并集，则 
则户有到由 e 生成的代数 a 上的测皮的椎一延拓. 

S 

3. 令 X 为有理数集且 a 是形如 U , 6] 的区间的有限并集的代数满足 〆 《， 6] = oo 与#0 = 0, 
证明> 到包含 Ot 的最小 a 代数的延拓不惟 一. 

4. 通过证明以下结论证明命题9: 

a. 条件 ( i ) 蕴涵着，若 A 是 e 内的两个有限不相交集族 { C ,.} 和{马}每一个的并集，则= 
2W [提示 ：， ； = n Dj).2 

b . 条件 ( ii ) 蕴涵# 在 Ct 上是 i 数加性的.（因为有限加性和单调性已经蕴涵反不等式). 

5. 令 e 为集合的半代数且 ct 为包含 e 的最小集代数. 

a. 证明 ct 由形如 a= Clc , 的集合组成，其中 c ; ee . 

r = l 

b . 证明氐=巴因此在定理中和 CU 可以分别 被巴和 b 代替. 

6. 令 a 为在有限并集和有限交集下闭的集簇，例如集合代数. 
a. 证明民在可数并集和有限交集下闭. 
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b . 证明内的每个集是 a, 内的递减集合序列的交集. 

7. 令;/为代数 ct 上的有限测度，〆为诱导的外测度.证明一个集合£可测当且仅当对于每个 
£>0存在集合 Aea,，AC£, 使得， （£〜A)<e. 

8. 若从X上的外测度，开始且构造，可测集上的诱导 测度沁 我们可以用 f 诱导一个外测度 

+ 

M • 

a. 证明对于每个集合£我们有〆 ■ £：>"•£• 

b. 对于给定集合£我们有 p+Es// £当且仅当存在一个 "•可 测集 AZDE 满足， A=/Z £：. 

c. 证明当且仅当，为 正则时 //+£=，£：对于每个集合 E 成立. 

d. 证明外测度，正则当且仅当它由代数上的测度诱导. 

e. 令X为由两点组成的集合，构造一个X上非正则的外测度. 

9. 令，为正则外测度. 

a. 证明由，诱导的测度/I是完备的和饱和的. 

b. 令( X ， a ， 沁为完备测度空间，令孓为通过卡拉泰奥多里过程得到的//的延拓，那么 f 
与习题 11. 8c 给出的延拓相同. 

10. 令户为代数 CI 上的测度，厂为"通过卡拉泰奥多里过程给出的 A 的延拓，令 E 为关 于叉可 
测的集合且那么给定 e>0, 存在一个 Aect 使得 

fi ( A ^ E ) < £. 

11. 我们说一个函数史是 a 简单的，若史=1：〜；^ ,其中 A , ea . 令 p 为 a 上的测度且 f 是它 
的延拓. 

a. 给定 e>0 和一个孓可积函数/,存在一个 Ct 简单函数史使得 

| I / — ^ I d/i < e. 

b. 证明习题 11. 21c 中的函数^可以取为 (i 简单. 


*12.3 勒贝格-斯蒂尔切斯积分 


令 X 为实数集且 S 为所有博雷尔集组成的类，定义在 S 上且对于每个有界集有限的测度^ 
称为一个贝 尔测度 (在实直线上).对每个有限贝尔测度我们定义一个与之相应的函数 F 如下： 

F(x) =〆 一 °° ，工 ]. 

函数 F 称为//的 累积分布函数 且它是实值和单调递 增的. 我们有 
^(a,6] = F(b)-FU). 

由于 U , 6] 是集合 ( a , 6+1/ n ] 的交集，因此命题 11. 2蕴涵 



因而 


F( W = limF ( 6 + l)=F( 6+ ). 
因此一个累积分布函数右连续.类似地， 
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一}'1，(6-士 ’6] 

= HmF(6)-Ff6-—) 
n—oo V W / 

= F(b) —F(.b —). 

因此 F 在 6 连续当且仅当由 6 单独组成的集合 {6} 的测度为零.由于 0= fl ( — °°， 一《], 我 
们有 

lim F ( n ) = 0, 

因此根据 F 的单调性， 

lim F(x) - 0. 

我们用以下引理概括这些 性质： 

10. 引理若//是实直线上的有限贝尔测度，则它的累积分布函数 F 是右连续的单调递增 
有界函数.此外， lim F ( x ) = 0. 

假定我们从右连续的单调递增函数 F 开始，那么我们将看到存在惟一的贝尔测度 p 使得 
= F (6)- F ( a ) (2) 

对于所有形如 U ，6] 的区间成立，其中我们定义与 f ( — c «)= jjiF ( x ) •我 
们从以下引理开始，其证明留给读者（习题 12): 

11. 引理令 F 为单调递增右连续函数.若 U , 6] 匚 UU , 6,.], 则 

i-1 : 

F(6) -F(a) < -F(a ; ). 

1=1 

若令 e 为由所有形如 U , 6] 或 U , ° o ) 的区间组成的半代数且设 〆 a , 6] = F (6)- F (. a ), 
那么容易看出 p 满足命题 9 的条件 ( i ), 且_于引理 11 疋好是第二个条件，我们看到"有惟一 
的到由 S 生成的代数上的测度的延拓.根据定理8这个 p 能被延拓到包含 e 的 cr 代数.由于博 
雷尔集类 s 是包含 e 的最小代数，我们有"到贝尔测度的延拓.测度#是<7有限的，这是由于 
X 是区间 (《, « + 1]的并集且每个这样的区间具有有限 测度. 因此； U 到 S 的鸡拓是惟一的，且 
我们有以下命题： 

12. 命题令 f 为单调递增右连续函数，那么存在惟一的贝尔 测度户 使得对于所有 a 和6 
我们有 

fxia,b] = FCb)-F(a). 

13. 系 假定 F ( — 则每个有界单调右连续函数是惟一的有限贝尔测度的累积分 
布函数. 

若^是非负博雷尔可测函数， F 是单调递增右连续函数，我们定义 p 的关于 F 的勒贝格- 
斯蒂尔切^积分为 

其中; u 是以 F 为累积分布函数的贝尔测度.若？既正又负，且它关于 p 可积，则我们说它关于: 
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_ 


.£ ■可积. 

若 F 是任何单调递増函数，则惟一存在单调递增右连续函数 F •使得只要 F 右连续就与 f 
一致（习题13)，且我们定义 y 的关于 F 的勒贝格-斯蒂尔切斯积分为 

若 F 是单调右连续函数，则与黎曼-斯蒂尔切斯积分一致，只要后者有定义的话.勒贝 
輅-斯 蒂尔切 斯积分仅当 F 单调(或更一般的有界变差,如习题 Ik 所叙述）时有定义，而当 F 不 
是有界变差的，比如说当 F 连续而 p 为有界变差的，黎曼-斯蒂尔切斯积分能够存在. 

12. 证明引理 11. [选取 e >0. 根据 F 的右连续性，选取平>0使得 + 

且选取 S >0 使得 FU +«< F ( a )+ e ， 那么开区间 U .， 6, + 7 ,)覆盖闭区间 [<z + 5, 6]，该 
证明类似于命题 31. 当 ( a ，6] 为无限时必须额外小心一点 .] :. 

13. 令 F 为单调递增函数，定义 

F * ( x ) = limF ( y ). 

那么 f _ 是单调递增函数，它右连续且与 f —致，只要后者右连续的话.我们有 （Fr = 

F * ,若 F 和 G 是单调递增函数且只要它们都连续就一致，则 F «= G \ 

14. a . 证明每个有界变差的有界函数 F 生成有限带号的贝尔测度 i 使得 

v(a,6] = F(b+)-F(a+). 

b . 证明若尔当分解中的/和 tT 对应于 F 的正变差和负变差. 

c . 将勒贝格-斯蒂尔切斯积分 J ^ dF 延拓到有界变差函数 F . 

.. d . 证明若 | ? | 且 F 的全变差是: T , 则. 

iJpdF — MT . 

15. a . 令 F 为贝尔测度 k 的累积分布函数，且假定 F 是连续的，那么对于任何包含于 F 的值_ 

域的博雷尔集£,我们有 VE )], 其中7»是勒贝格 测度. [提示 ： 这对区间 
是正确的，且定理8的惟一性部分可用于导出在一般情形的正确性 .] 
b . 推广到非连续累积分布函数的情形. 

16. 令 F 为 [ a ，6] 上的连续递增函数满足 F ( a )= c , 幵6)=么且令 f 为卜,^]上的非负博雷尔 
可测函数，那么= J ">(： y ) d ; y . [提 示: 用习题 15 a 仔细处理当 f 是特征函数 

的情形且首先推广到简单的^然后是一般的 ?=.] 

17. a . 证明一个测度 "关 于勒贝格测度绝对连续当且仅当它的累积分布函数绝对连续. 

b . 若 ju 关于勒贝格测度绝对连续，则它的拉东-尼柯迪姆导数是累积分布函数的导数. 

c . 若 F 绝对连续，则 



J/dF=JVdx. 
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.18. 黎曼收敛准则.令 /为 (0, OO ) 上的非负单调递减函数， g 为 (0, CXD ) 上的非负单调递增函 
数， 〈 a „> 为非负序列，假定对于每个 ： ce (0, 〜），使得 a „>/ Oc ) 的72的个数至多为 ff ( X )， 
那么若 Sa „< oo , 我们有 J ^ /知 < oo . 

12.4 积测度 

令 ( x , a , 0 和 ( y , s ， a 为两个完备测度空间，考虑 x 和 y 的直积 xxy . 若 aczx 
且 BCY ， 我们称 AXB 为 矩形. 若 Aea 且 Se ®， 我们称 AXB 为可测矩形.可测矩形簇 ; R 
是一个半代数，这是由于 

(A X B ) n ( CXD ) = CA n C ) X (B n D ) 

且 

〜 （A X _ B ) = ( AXB ) U ( AXB ) U ( AXB ). 

若 AXB 是可测矩形，我们设 

[3031 A(A XB ) = fA • vB . 

14. 引理 令 {( A , XB ,)} 为可数不相交的可测矩形簇且其并集为可测矩形 AXJ 3, 那么 
A ( AXB )= Sa ( A , XB ,). 

证明固定一点工 6 A , 那么对于每个点 〈: c , :恰属于一个矩形 A ,. XB ; . 因此 B 
是那些使得 z 属于相应的 A , 的•的不相交并集，因此根据^的可数加性， 

HvBi • X Ai (x) = vB • Xa (x), 

因此根据单调收敛定理的系 (11.14)， 我们有 

S jiiB ,- • Xa . d/u = J - o ( J 3) . U " 

或 —. . .. 

SvB/ • fiAi=vB • /xA. ■ 

引理蕴涵; l 满足命题 9 的条件，因此有惟一的到由所有属于31的有限不相交的集合的并集 
组成的代数上的测度的延拓.定理8允许我们将; I 延拓为一个包含： R 的代数 S 上的完备测 
度，这个延拓的测度称为#和 n 的积测度，记为 pX 认 若"和^有限(或有限），则 " Xp 也 
如此.若 X 和 Y 是实直线且 "和 W 都是勒贝格测度，则称为平面上的二维勒贝格测度. 

以下几个引理的目的是描述关于积测度 pXt ; 可测的集合的结构.若£是义 〆 '^的任意子 
集且 x 是 X 的点，我们定义 x 截面£^为 

E x = {y • < x , y ) 6 E ), 

类似地，定义: y 在 y 的 j 截面. 艮的特 征函数用以下方式与£的特征函数相关联. 

^ b x = Xe ( x , y ). 

US 我们也有 (•§): = 〜 (艮)且山£丄=1)(瓦) 1 对于任意簇{幻成立. 

15•引理 令 x 为 X 的点且 £ 是 3^ 中的集合，那么^^是丫的可测子集. 

证明若£属于可测矩形类灭则引理平凡成立.我们接着证明对于£属于兀引理成立. 
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令£=|^£ ; ,其中每个£ ; 是可测矩形，那么 

Xe x (y)= X E (x f y) 

= sup%E t . ( x , y ) 

=supZ (E .) x (y), 

由于每个艮是可测矩形，因此厶& ( 30 是 y 的可测函数，因而:也必须可测，这就得到 
可测. 


假定现在芯=[^£，.满足 £ ; e 兀，那么 
/=! 


Xn x = Xe (x,y) 

= inf^E； ( x , y ) 

= infZ lE . )jr (.y), 

且我们看到;^是可测的.因此对于任意£6兀,，^可测. m 

16.引理令 E 是仏中的一个集合满足; / Xp (£)< oo ， 那么如下定义的函数 g 
g(x) = vE z 

是： c 的可测函数且 

=fiXv(.E)., 

证明若£是可测矩形则引理平凡成立.我们首先注意到又中的任意集合是不相交可测 
矩形的并集.令<£： ; >为不相交的可测矩形序列，且令 £= UE , •.设 

gi ( x ) = ^[( Ei )^]. 

那么每个 g ,. 是非负可测函数，且 

g =^ g , 

因此 g 可测，且根据单调收敛定理 (11.14) 的系，我们有 

=2 Jg . d ^ 

= SfiXv(Ei) 

=/tXv(E). 

因此，引理对于 EG 兀成立. 

令£为1内的有限测度集，那么存在一个兀内的集合序列 <£：,•> 使得 E i +1 (= f ： ; 及£ = 
HE ,-. 根据命题6我们可以取 " XWEJCoo . 令幻 ( x )= W [( f ： 山]， 由于 
d/z = ^X v(E 1 ) < oo, 

我 们有幻 U )〈 oo 对于几乎所有： T 成立.对于满足幻(:0<00的： C ， 我们有是一个具有 
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有限测度的递减的可测集合序列且其交集为 
因此根据命题 11. 2,我们有 

g ( x )= = lim 

- lim g ；{ x ). 

因此 

Si ~*g a . e ., 

因而 g 可测.由于0<沿<幻，勒贝格收敛定理蕴涵 

Jgd / i = lim 

= lim fA X v {. E ；) 

=fiX t»(£). 

最后一个等式由命题 11. 2 得到. ■ 

_ 17. 引理 令£为一个 满足； /Xt；(E)=0 的 集合，那么对于几乎所有的 x 我们有 汰£；)=0. 

证明根据命题6存在一个属于I的集合 F 使得 E 匚根据引理16对 
于几乎所有的 x 我们有 t；CFJ=0. 但&^匕，由于 d 是完备的，因而对于几乎所有的: r， 我 
们有 t ^=0. ■ 

18•命题 令£为 XX7 的可测子集使得有限，那么对于几乎所有的 x 集合 I 是 
y 的一个可测子集.每个如下定义的函数 g 

gCr ) = v ( E x ) 

是一个对于几乎所有的: c 定义的可测函数且 

jgd " = /iX v ( E ). 

证明根据命题6,存在属于:^的集合 F 使得令 G=F~ 
E , 由于 E 和 F 是可测的，因此 G 也是可测的，且 

fj . X v { F ) = /iX v { E ~) + fjtX v { G ). 

由于有限且等于; iXt；(F), 我们有 pXr;(G)=0. 因此根据引理 17, 对 于几乎所有的 
x 我们有.因此 

g ( x ) = vE x = vF x a . e .; 

根据引理16, g 是一个可测函数.再次根据引理16有 

| gd "= p X v ( F ) 

= txX v { E ). ■ 

以下两个定理使我们能交换积分的次序且利用迭代的办法计算关于积测度的积分. 

19. 定理（富比尼） 令( X , a , ") 和 ( Y ， S , V )为两个完备测度空间且/ 是 XXY 上的可 
积函数，那么 

i . 对于几乎所有的工， f I ( y ) = f ( x , y ) 定义的函数义是7上的可积函数. 

_ i '. 对于几乎所有的; V ，由尸 （ x )=/( x , ; y ) 定义的函数尸是欠上的可积函数. 
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ii . £/( x ，： y ) cb (： y ) 是 X 上的可积函数. 

以.£/(： 1 ：， 30 知(工）是 Y 上的可积函数. 

iu . \ x [\/ dv ] d „= x 和 LLL /d +. 

证明因为: c 和 j 对称所以仅需证明 （ i ), ( ii ) 以及 ( iii ) 的第一部分.若定理的结论对于两 
个函数的每一个成立，则对于它们的差也成立，因此仅需考虑/非负的情形.命题18断言当 
/是具有有限测度的可测集的特征_数时定理成立，因此若/是在有限测度集外消失的简单函 
数则定理必须成立.命题 11. 7 断言每个非负可积函数/是递增非负简单函数序列〈％>的极限， 
由于每个％可积且简单，它必须在有限测度集外 消失. 因此义是递增序列〈(％),>的极限且可 
测.根据单调收敛定理， ' 

|^/( x ， 3 ') dw (> i ) = lim ^< p „( x , y ) dv ( y ) , 

因而该 积分是 z 的可测函数. 再次 根据单调收敛 定理， 

LLL /d + = 今 

= lim ( p n d(u X v ) 

J XXY r 

^Lj d( ^ xv) - ■ 

为运用富比尼定理，必须首先证明/关于// X 可积; B 卩 ，必 须证明/是 X XY 上的可测函数， 
且 j 丨 /I .有时难于建立/在 XXY 上的可测性，但在许多情形中我们能够通过拓 

.扑的考虑建立它（参考习题 21), 当 "和 W 是 a 有限的情形时，/的可积性可用以下定理由累 次积分 
确定： 

20. 定理 令 （ X ， CI ， 户） 和 （ Y , S ， v ) 为两个 a 有限测度空间，且令 / 为 XXy 上的非负 
可测函数，那么 

i . 对于几乎所有的 X ，由/“…二/^!：，： V )定义的函数人是丫上的可测函数. 

i 1 . 对于几乎所有的: V ，由尸 （ x )=/(: c ， ： y ) 定义的函数尸是 X 上的可测函数. 

ii . | /(: c ，： y ) dw (; y ) 是 X 上的可测函数. 

ii '. £ f ( x , y ) dfji ( x ) 是 Y 上的可测函数. 

Hi -L [L /d "] d ^ = L /d( ^ xw)= LH /d +. 

证明对于非负可测函数 /, 定理19的证明中仅有一处用到/的可积性，即推断出存在 
有限测度集外消失的递增简单函数序列<%>使得 / slim %. 但若户和是 a 有限，贝!也 
是如此，根据命题11.7, XXY 上的任何非负可测函数可被如此逼近. ■ 

若( I 和 B 分别是 X 和 Y 上的 a 代数，则包含可测矩形的最小 a 代数记为 dXS . 因此积测 
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度是定义在包含 ax ® 的代数上的测度，且由于 pXt ； 是由卡拉泰奥多里延拓过程得到的，因 
此它既饱和又完备.若 " 和 n 都是<；有限，贝 ijetx ® 上的积测度已经饱和且 pXu 的可测集是那 
些在零测度集与 a x s 内的集合不同的集合. 

许多作者倾向于定义积测度为 yXt ; 在 CtX 2的限制.如同我们所做的那样，取 pXt ； 完备 
的优点是，我们想使它具有勒贝格测度所具有的 性质： W 维勒贝格测度与72维勒贝格测度的乘 
积是 (《+ m ) 维勒贝格测度.由于对富比尼和拓内利定理的假设仅要求关于完备积测度可测， 
因此它们比要求关于 ax ® 可测弱.用较弱的假设付出的代价是定理的结论中必须加上短语 
“几乎所有”.这是预料得到的，这是由于对于属于零测度集的: T ， /的任意变化不改变/的可测 
性或可积性，但对那些 X ，八可以是任意的.然而若/关于 ax ® 可测，则对于每个 x , y ; 可测. 

我们已经用//的完备性证明 J / U ，： y ) dtKW 是可测的，若 /Z 不完备我们将仅作出这是一个 
在零测度集的子集与可测函数不同的函数的结论.然而若/关于 a x s 可测，则甚至当 p 不完 
备(假定/可积）时 J /( x ， 30di <( w 关于 a 可测.但这个结论的证明惊人地复杂，其证明可参见 
Halmos [5]， 第 14.3 页. 

习题中的例子表明我们不能省略富比尼定理中/的可积性的假设或在拓内利定理中省略 CT 
有限和非负的假设.习题26表明/的可测性在这些定理中起着必不可少的 作用： 若省略这个假 

设，甚至对于有界函数和有限测度，我们可以有累次积分|[|/如]知和的良定义但不 
相等. 

画 

19. 令为正整数集， e =®= y ( X ), 且令。二尸为如下定义的 测度： 若£有限，设 〆 £) 
为等于 E 的点的 数目； 若£无限则设 〆 £) 等于 oo . (这个测度称为计数测度 .） 对这种情形 
显式地叙述富比尼和托内利定理. 

20 •令 ( x , a , //) 为任意 <7有限测度空间， Y 为正整数集， u 为计数测度（习题19)，那么定理 
20和系 11. 14叙述的是相同的结论.然而，系 11. 14是正确的即使 "不是 有限，因此若 
(A S , 是这个特殊的测度空间，则没有 cr 有限托内利定理成立. 

21. 令 x = y =[0, 1]， 亘令 // q 为勒贝格测度.证明 XXY 中的每个开集是可测的，且因此 
XXY 的每个博雷尔集是可测的. 

22. 令 A 和 g 分别为 X 和 Y 上的可积函数，定义 /( x , y)=Hx)g(y), 那么/在 XXY 上可 
积且 

(注 意： 我们不必假设//与。是<;有限 .） 

23. 证明若我们仅假设 { U , fix , ^>尹0}是。有限测度的集合而不假设;^与^是。有限， 

则拓内利定理仍 與立. 

2- 以下例子表明我 d 不能去掉托内利定理中/为非负或富比尼定理中/为可积的假设.令 
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X=Y 为正整数且为计数测度.令 

f 2 — 2 =若 x 專 ： y 
fix , y ) = j—2 + 2 _x 若 xsy + 1 
I 0 其他情况. 

25. 以下例子表明我们不能去掉富比尼定理中 / 为可积或托内利定理中 y 与是<;有限的 假设： 

令 X==Y 为区间[0, 1〕，其中 Ct = S 为博雷尔集类.令 p 为勒贝格测度， t； 为计数测度.那 
么对角线 4={U, ^>exxy： : y} 可测(事实上是一个％)，但它的特征函数不满足富 

比尼定理和托内利定理的条件 (iii) 的任何等式. 

26. 以下例子表明即使我们假设尸和八可测且 J/(x，：y)(h;(_v) 和 J" f <. x , yH ( xix ) 可积我们也不 

能省略掉富比尼定理和托内利定理中/关于积测度可测的假设.令 X = Y 为小于或等于第一 
不可数序数集 n 的序数集合，令 = S 为由所有可数集和它们的补集组成的 a 代数.若 E 可 
数令淖=0,否则若£：不可数令来定义戶定义 XX 7 的子集3为5 = { U ，； y > : 
x < y ) ，那么对每个 x 和 : y , S ， 和 S , 可测，但若 f 是 S 的特征函数我们有 
J"[|/(：c’;y)d"(x)]dt)(;v) 尹 ||^J/(a:,^)dw(3i) Jd^t(x). 

若我们有连续统假设，即X可与 [0, 1] —一对应，则我们取/为单位正方形上的函数使得 
八和/>都有界且对每个 r 和 y 可测但富比尼定理和托内利定理的结论不成立. 

27•证明若（X， a， 户)和 (Y，S，t；) 是两个 tx 有限测度空间，则户X。是 axs 上赋予每个可测 
矩形 AXB 值〆的仅有的测度.证明若没有 <7有限，则具有这个性质的 CtXB 上的测度 
不必惟一. 

28. a . 证明若则对于每个 X， E.G®. 

b. 若/关于 OlXS 可测，则对于每个I， 八关于 S 可测. - 

29. 令 X=Y=R 且令户为勒贝格测度，那么 pXv 是； fXY=R 2 上的二维勒贝格测度.我们 
常将 d^XtO 写为 dxd：y. 

a. 对于 R 的每个可测子集£，令 

« t (E) = {{ x , y ) ：x — y 6 E }. 

证明是 R 2 的可测子集.[提 示： 首先考虑 E 为开，£：是一个 G s , £：为零测度集，£： 
可测的情形 .1 

b. 若/是 R 上的可测函数，则由 FU, ；y)=/Or—3；) 定义的函数 F 是 R 2 上的可测函数. 

C. 若/和 g 是 R 上的可积函数，则对于几乎所有的 z 由 f O)=/(：c — ：y)g(：y) 定义的函数 
cp 可积.若将它的积分记为 《x) ,则 A 可积且 

30. 令/和茗为 LH- aoo ) 内的函数，且定义 /*g 为由= |/(：y —I)g(x)cb 定义的函 


画 


数 h. 

a. 证明 /* g=g*f. 
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b . 证明 （/* g ) */! = /* 

c . 对于 /e L 1 ， 定义/为 /w ⑴山，那么 7 是有界复函数且 

一 

f*g = fs- 

31. 令/为(一〜， oo ) 上的非负可积函数，且令 m 2 为 R 2 上的二维勒贝格测度，那么 

m 2 {( x , y ) ：0 < 31 < f (. x )} = m 2 {<. x , y )：0< y < f (. x )} = J /( x ) tk . 

^ ? >( f ) = m { x ： 那么 y 是递减函数且 

J f(.Odt = J /( x ) dx . 

32. 若 〈 cx ; ， a ; , 是测度空间的有限簇，我们可以如下构造 空间兄 X … xx „ 上的积测 

度 & X … Xa : 从形如尺=先父… XA „ 的矩形的半代 数和 〆 i ?) = n 芦 A ,. 开始，并运用卡 
拉泰奥多里延拓程序.证明若将 ( x \ X … xx p )x ( X , + , K - X X „) 等同于 （兄 X … X ) , 
则（片 X … X" p ) X (" p +1 X … x 〜） =妁 X … Xju n . 

33. 满足 J « X =1 的测度"常常称为概率测度.令{(尤，氐，内）}为概率测度空间簇，证明我们 

能够在空间 Y 足上 的一个适当的代数上定义一个概率测度 

A 

使得当 A = ^ A a 时 

fjA =^ lfx l Ax 

(注意若除可数个 A , 外有; 《 A ,= 1 , 则 〆 i 仅能非零). 

12.5 积分算子 

本节我们研究某类积分算子，该类算子定义了从 LHxO 到！/( 〆 )的线性变换.令字母 />， q 
和 r 代表扩充实数 1 </< oo , 以此类推，用，表示共轭指数 〆 (户一 1 )使得 1 //)+ 1 / 〆 = 1 . 
我们将分别用 a , 沒和 y 表示 1 //), 1 / 9 和 1 / n 因此 〆 Fl _ a . 

令( X ， ft ,") 和 ( T , ®， d 是两个 a 有限测度空间且是 = Kx , j ) 为 XXY 上的非负可测 
函数. 我们定义 

M 7 " f = supjj / i ( x ) A ( x , y ) g ( y ) d(ju X v ) 

A 和 g 遍历1/(户)和 LUzO 中范数至多为1的所有函数，其中 y = l / r 且卢 =1/(?. 由于因 
此仅需考虑非负的 A 和 若 M ; ? < oo , 我们说6是协变'型 ( r ，<?) 的积分核，且称为它的 
协变范数.我们也说々是算子型 (/ >， 9) 的积分核，其中/>= 〆 .我们写作 
M../S = = II k || p ,,. 

协变型的概念中可认为々定义 1 /(#) 的元素和 LUxO 的元素之间的双线性形式 
[ A . g -] = jJ / Kx ) 是 ( x ，： y ) g (: y ) d(ju X tO 
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其中是双线性形式的范数.以下命题给出了这个关系的算子版本. 

21. 命题令6为 XXY 上协变型 (/>* ， 9 )的非负可测函数且 geL ? (x;)， 那么对于几乎所 
有 xex ， 积分 

/(:) = J / Cr ，; y ) g (: y)dw 

存在，且函数/属于 L.YP 满足 

ll / L < M 1/M/ , || g II ,. 

证明由于//是 < r 有限，因此存在一个函数 / teVCju ) 使得 a (： c )> o 处处成立.由于 
! g(y) I d("x w) < II h 11^. || g II, < oo, 

XXY 

根据托内利定理我们看到对于几乎所有: 

^Ji{x)k{x,y) I g(y) I dv = h(x)^k(x 9 y) \ g(y) \ dv. 

因此对于几乎所有 x , / U ) 存在. 令 / i 为 (沁 中的任意函数，那么根据富比尼定理 
I h(x)f(x) | d// = J| I h(x)k(x 9 y)g(y) \ d(^ X v ), 

XXY 

这是由于 I Mg I 可积.相应地， A / 可积且 

IjA / d ^ j ^ M ^ || A II ,. || g .\\ q .' 

根据引理 7. 27 我们有 / ex / 且 

这个命题表明我们已经定义 t 线性算子 T : LUtO — !/( 〆 )为取 Tg =/, 其中 

/(x) = ^ k(.x,y)g{y)Av. 

进一步， 可证明算子1'的范数||7'||为虼.广||是||~. 

更一般地，对于一个 XXY 上的可测函数 々 u , ; y ), 若 u 丨畢算子型 （/>, ?) 的我们称是 
为绝对算子型（/>， 9) 的积分算子.对于这样的核该命题对重述为： 

22. 系令 Hz, : y) 为 XXY 上绝对算子型 （p, 9 )的可测函数且 gGLUt；), 那么对于几乎 
所有 xex 积分 ' 

/( x ) = |^( x ,^) g(^)dTy 

存在，且函数/属于 LKju) 满足 

II / II , < II \k \ IU „ || g ||„ 

以下有用的定理归功于 M . 里斯. 

23. 定理令是为 XXY 上的非负可测函数，且设 

= sup ^h(.x)k(x,y)g(y)d(.i Jl X v), 

XXY 

其中 / 和 g 分别遍历和 L 9 (x;) 的单位球，那么函数 logM。 在正方形 0<y<l， 0<^<1 
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上是 y 和/?的凸函数. 

证明我们必须证明若 0<A<1, 7=A7 i + (1-A)7 2 . 且 /^A/^+a-A) 典，则 

令 A 和 g 为1^(沁和 PG) 的单位球内的任意非负函数.设 

h = h r ^,h 2 = h^ /r , gl = g^. 

那么心， h， 扪和幻 分别在 LH/J，1/2( 户）， ■LMd 和 LMi；) 的单位球内.对 W =l/A 和 m * = 
1/(1-A) 运用赫尔德不等式也有 

^(. hxkgyc ^ kgz ) 1 ^ 

. <[|卜 ] K 

因此. 

在 a 和 g 上取上确界便得到结果. ■ 

24•系在正方形 0< a <l, 0</?<1上函数1(^对„. () 是《和/?的凸函数. 

证明我们有 ■ 
先前里斯的定理要求6非负.一个也归功于 M 斯的更深刻的定理断言对混合符号（或甚至 
复值)的核，相应积分算子的弇子 范数风 ^在正方形0«1, 0</?<1上对数凸.有兴趣的读 
者可在 Dunford and Schwartz[4], 525页或 Hardy, Littlewood and PoIya[19], 214 页找到 
证明. 

当(X， et, fx) = {Y, 2, x/)=(R", snr, m) 时，其中饥是勒贝格测度，通过对于某个灸 e 
I/(m) 取 Kh 3»)=是(1-^)我们得到一类特殊的积分算子，这样的算子称为卷积算子.容易 
证明在这种情形中6是协变型 (1, 7^)和(〆， 1). 从命题21得到对于 0<A<1 当 



时是也是协变型(/>， 9), 这给出以下命题. 

25 •命题 令 /i 和6分别为 R" 上的函数类 LS I/ 和1/的函数，其中 l/p+'l/g+l/r 
2,那么 

- JJ I h(x)k(.x — y)g(y) \ drd;y< || A |U || r || g ||,. 

R 2 " 

26 •命题令茗 CL 9 且 661/, 其中 l/g+l/r>l , 那么函数 

/U) = f k(x-y)gCy)dy 

Jr " 

对几乎所有: r 有定义且 , 


其中 


ii/ii,< fiiukii,. 
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圃 

34. 证明对于命题21定义的算子: T 我们有 || 丁 || = M a ,„. 

35. 证明系 22. 

36. 证明命题 25. 

37. 证明命题 26. 

38. 令 g ，/ i 和是为 R " 上的函数类 I /，1/和1/的函数，其中 l //>+ l / q + l / r <2, 那么在 R 2 ” 上 
MxHU - Wgb ) 属于 L “， 其中 

2_ = 



*12.6 内测度 

令#为代数 a 上的测度且，为诱导的外测度，那么，£可被认为是可能的对于£与户一 
致的最大测度.我们也可以定义内测度它赋予给定的 E 以与致的最小 测度： 

定义 令户为代数 a 上的测度且 ，为诱 导的外测度，我们定义由户诱导的内测度~为 
fu E = sup[/iA — fi' (A ~ £)]， 

其中上确界对于所有 满足/ / ( A 〜 E )< oo 的集合 A 6 a 取. _ 

内测度在历史上是很重要的，因为一个集合的可测性最初由内外测度刻画.历史上内测度 
最初对 R 的有界子集定义.对这样的子集以上定义等价于历史上的 
f^.E= 〜 E)， 

其中 J 是包含£的有限区间（见引理 29). 于是一个有界集£:定义为可测的，若". E=(,'E, 

且无界集的可测性根据它们与有限区间的交集来定义.即使在有界集的情形这个程序也比我们 
本章所采用的卡拉泰奥多里的优美方法繁琐多了.除有重要的历史意义外，对于从代数 CI 延拓 
到包含 a 和一个给定集合£(其不必可测).的代数与对于确定延_拓 p 到包含01的<7代数的自由度， 

内测度都是有用的.本节将讨论内测度并建立内测度的基本性质. 

27. 引理我们有 E^fjt' E. 若 £¥(2，则" • E—fiE. 

证明由于 

我们有 

fiA-fi' (A n 宏 ） （A n EXfi.E. 

因此 ，〆 E. 

若 £ ea ， 在屮的定义中 SA = E ， 则户. E . u 

28. 引理若 £ CIF , 则… F . 

证明若/ / ( A 〜 £)<^，则， （ A 〜 F )<° o ， 因而 

( A ~ F ) > yi -^*( A ~ E ). 

对于所有满足 〆 （ A 〜 EXm 的 ft 取上确界，我们有 //• /=>十 £. ■ 

使用内测度的定义的困难之一是我们必须对满足 〆 （ A 〜£)<~的所有 A 取 〆 （ A 〜 £) _ 
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的上确界.下一个引理表明该表达式在 A 中是单调的，因而这使我们更易于计算+ £ 

29. 引理令 A 和 J 3 为 ( i 中满 足， （ A 〜与， CB 〜 E )< oo 的两个集合.若 ACLB ， 我们 
有户 4—，（ A 〜 〜 E ). 若也有 £ CA ， 则我们有等式，因此户.£=/^一， （ A 〜 ©• 
证明由于 B 〜 £匚 ( B 〜 A ) U ( A 〜 £)，因此有 ( B 〜 £)</^(丑~八）+， （ A ~ £)• 
若 £ C ： A ， 则这个并集是一个不相交的并集且 B 〜 A 的可测性给出等式.由于 4= yL +/ zCB 〜 A ), 
因此若 £ CA , 我们有 

fiB — fi ' (B E ) ^ fA — fi ' (A 〜 E ) 

这个引理和它的系表明，若;^是一个有限测度， 那么+ e = m x -^ e . 在这种情形下，内测度 
理论和性质的建立相对直接.本节处理内测度的复杂之处在于有运用于非《;有限测度的概念. ■ 
30 •系若 A 6 ct ， 则户4=户. （八门£)+//(八门£). 

证明 如果户 •（ Afl 它) =~， 那么 ; uA = a 无需证明.否则，设 F = Aflf ：， 那么 A ~ F = 
AC \ E , 且卜 F =^ A --，（ An £), 这是由于 FCA 且 （ A 〜 F )< ⑺. 鼸 

31•引理令 B 为，可測集满足， B <~, 那么 

证明由于，因此给定£〉0,存在 A 6 a 满足// ( B 〜 A )< e (习题 7). 由于 A 可 
测，因此 

^ B = f ,' CA r \ B )+^ (B a A ) 

因而 

〆 （A n B) >〆 B — e. 

现在 

(A n B) =//* (A n B). 

这是由于 B 可测.因此 

fi * B > fi , B〉■ 〆 B — e ， 

令 ^0 得到引理. ■ 

命题 6 叙述的是每个具有有限外测度的集合包含于具有相同外测度的氏,.#下命题是命 
题6关于内测度的类比. 

32 •命题 令 E 为滿足卜 E < a > 的集合， 那么存在一个集合使得 H 匚 : E 且;; H = 
fi » E . 

证明令乂„为《中满足的集合使得 〆 i „— ， （ A „〜£)> 户. £— l / n . 根 
据命题6,存在 GACU 使得 G „〕 A „〜£ 及¥„= 〆 （ A „〜 E ). % H „= A „〜 G „, 那么 
知且比 C £. 此外，； ¥„>；«. E —1/ n . 因此若我们取 H = U 乩则 命题得证. ■ 

33. 系 若… E < oo , 則 

fx . E = sup {^ S ： BCE , B 可测，且；^ < oo }. 

34 . 命题假定， EOo ， 那么£可测当且仅当 ". £=，£：. 

证明假设/£==；«*£<~,那么命题 6 和 32 给出可测集 G 和 H 满足 G 匚£匚 H 与 
因此 E 与可测集仅在一个零测度集不同，因此是可测的.逆陈述正是引理 31. _ 

3 5 . 定理令 E 和 F 为不相交的集合，那么 
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fjL.E + ti . F ^ fx . (EU F) <；«,£ +， F<〆（E U F) <^E + ^' F . 

证明若…£或 F 无限，则第一个不等式由^的单调性得到.若^ £和卜 F 都是 
有限的，则令 G 和 H 为满足 GCE 且 HCZF 的可测集使得; ；G= … ER ; H=fju F , 那么 GU 
H 是包含于 EUF 的具有有限外测度的可测集.因此 _ 

U . dE { JF)^ ft .(G u H ) = ^(G u H ) 

= pG+JtH 

錄户 《 £ + " • F ， 

证明了第 一个不等式. 

若，尸=00,则第二个不等式是平凡的.若， F<CXJ , 则令 A 属于 a 满足， （A 〜 （EU 
F ))< oo . 由于 A~EC=[A~(£UF)]UF， 我们有 

〆 (A 〜 £) <，（A 〜 （£ UF ))+，. F . 

因此 〆 （ A 〜 F )< oo , 且 

fA - fi ' (A~ (E U F))< //A - 〆 (A ~ £) +， F 

<户.£+〆 F. 

对 A 取上确界，我们得到‘ 

/ jl . (E U F ) <^.£ + / i * F . 

为证明第三个不等式，我们选取满足 fG =". £：的可测集 GC =£, 那么 G 的可测性蕴涵 
F = / jG +〆 F 
= "*( GUF ) 

< 〆 (£U F ). 

最后一个不等式正是外测度的次加性. ■ 

36.系若〈£,.>是不相交的集合序列，则 

f=l ' *=1 f 

证明设 £= U£：,.. 反复使用定理35的第一个不等式，我们得到 

i 二 1 \ i = l f 

^ ( x . E . 

令7!趋于则得到系. B 

以下引理表达了&在 a 内由不相交集合序列给出的分解上的加性，相应的结果对外测度；_ 
也成立即使仅假定 A, 可测（见习题2和 46e). 

.37 .引理令 〈 A ,> 为属于 a 的不相交集合序列，那么 

/..(Erl 0 A -) = |>*( E n A ,'). 

' i=l • i=I 

oo oo 

证明由于可以用 £ n u A ' 代替 E， 我们可以假定 £C=U = C •令 S e a 满足 

«=1 i*l 
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， (B- £) .由于 C 是，可测，因此 

txB C)+〆 （B 门 C ) 

且由于 CClS, 因而 

"•(Bn £)= ，（ Bncri £)+，（b n £nc) 

=，（ Bncn £>+/,* (b n o , 

因此， （Bri£)</x*cBris)<°°， 因而根据习题 2 

m B- 〆 (B 〜 £)=〆 (BflEnC) 

因此 

txB 一 〆 (B-EXS//. (A, HE). 

对 B 取上确界给出 

(八 ; 门£). 

相反的不等式由系 36 得到. B 

38.定理 令 // 为 X 的子集的代数 a 上的测度且£:是 X 的任意子集.若 S 是由 a 和 E 生成 
的代数且 g 是"到 S 的任意延拓，那么 

[ i,E ^.(iE fx * E . 

此外，存在 yu 到3的延拓（因此也是到由 E 生成的 ( T 代数 和/ ^使得;; £. 
证明若 〈A f > 是(I的任意不相交集合序列满足 £(=UA,_， 贝！ J £=U(A._n£), 因而 
J 1 E = 门 £) < 

i=l « = 1 

因此 /!£<〆£. 

若 A 是 a 的任意集满足， （A 〜£)<~, 则 P(A~£)<，（A 〜£)，且 
~E)<^A-^(A ~£) = ^(E 0 A) 

因此屮 £<；?£：. 

S 内的集合 B 是形如6 = (乂门£)1^义门髟的集合，其中 A 和 ，属于 a, 这是由于所有 
这种形式的集合构成的集簇是包含于 S 的代数且包含 a 和对于每个 Be S 定义 f 和& 如下： 
JjB =".(Bn £)+//. (B 门 £) 

与 

已 5= 户，（ 3 门 £)+ 户 *( 丑门它 ）. 

那么 f 和&是定义在 S 上单调的非负函数，根据系30,对于 A€Ct 有;;焱=^^=户4.因此若我 
们能证明乒和&在 B 上是可数加性的则定理得证.但这容易从习题2和引理37得到. _ 

39. a. 若 ；/X<oo， 则 E — fj . X — fx * (E). 
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b . 若 a 是代数，则 


且 


〆 E = ini{fA ： E(ZA,A 6 Ct} 


fi.E = sup{ ； t(A :A 匚 E,A 6 ft), 
c- 若； 《是只上的勒贝格测度，则 ".E^supVF: FCE, 尸闭}, 

40. 证明定理38的测度 f 和#在 S 上是可数加性的. 


41. 令4为代数(1上的测度，且令 E 为，可测集，证明定理8定义的测度; :有性质： 对于所有 

JB 6 S , 因此;:在2上与由卡拉泰奥多理延拓过程给出的测度一致. 

42. 令£为任意集.一个可测集 G 匚£称为 E 的可测核，若户 •（£： 〜 G )=0, —个可测集 HIDE 
称为£的可测覆盖，若 //.( H 〜 £) = 0. 

a . 证明£的任何两个可测核(或覆盖)仅差一个零集. 


b. 证明若£是具有 <7有限外测度的集合，则£:有一个可测核和一个可测覆盖. 

43. a. 令 P 为 3.4 节中构造的不可测集合，证明尸=0(参见习题3.15). 

b. 令& =[ 0 , 1] 〜 P， 那么，£=1,且若 An[0, 1] 是一个可测集，则 m'(AnE)=m£. 

c. 若 AC=[0, 1] 是一个可测集，则的可测包是 A. 

44. 令; z 为代数 Ct 上的测度且 E 是一个满足户 *£<oo 的集合.若/?是满足 p •£<%〆£的任 
何实数，则存在户的到包含 CI 和五的^代数的延拓; T 使得 ^£=)5. 

45. a. 若//是代数 ft 上的半有限测度且; B 是包含 a 的最小<7代数， 则十 限制于 S 是半有限测度 

且是 P 到; B 的最小延拓. 

b . 可以存在多于 一个/ ^到2的半有限延拓.（例如，令且 a 是由 N 的有限子集 
生成的代数，其中^是计数测度 .） 

46. 令 a 为 R 的半开区间的有限并集的代数， 令户 0 = 0,且对 A#0, 户 4 = 00. 博雷尔集类 S 
是包含 Ct 的最小 <7代数 • 

a. 证明若则 〆 E=oo. 

b. 证明若£不包食区 间则… £=0,而若 S 包含一个区 间则^ E = oo . 

c. p .到 S 的限制不是一个测度，因此不存在 y 到3的最小延拓. 

d. S 上的计数测度是一个 p 到 S 的延拓. 

e. 证明若我们用“可测集”代替“属于 a 的集合”则引理37不再正确. 

47. 若〆不是正则外测度（即不是在代数上的测度），则我们不能通过设 p.E=，X— 〆 （£) 
得到内测度的合理的 理论. 令叉=忪，6, C }, 且设 ， X = 2, ，0 = 0,且若 E 不是X或 
0则， £=1. 

a. 计算 

b. X 的可测子集是什么？ 


c . 证明存在非可测集合£满足 

d . 证明定理35的第一与第三个不等式不成立. 

48.令 X = R 2 且 a 为由所有形如 I ={ U ， a <： y <6} 的垂直区间的不相交并集组成的代数， 
令户 A 为组成 A 的区间长度的和，那么—个 ft 上的 测度. 4^ E ={( x , y )： 3 - = 0 }. 


[3231 


圆 
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a. 证明 〆 E=oo ， fx. E=0. 

b . 证明 E 的每个子集是一个艮， 

c . 假定不存在定义在 (P(R) 上的有限非原子的测度，证明代数的测度的每个延拓必 
须赋予 E 以值0或 oo. 

*12.7 零测度集的延拓 

12. 2节的结果允许我们把代数 a 上的测度 "延拓 到包含(^的<7代数， 12. 6节的结果允许把 
ct 延拓到包含 a 和一个附加集合的£7代数.有时能够把测度延拓到包含 a 和一个X的子集簇 3TI 
的<7代数且该延拓使得311内的每个集合有零测度是有用的.这个延拓成为可能的一个必要条件 
是只要我们有一个集 Aea 使得 ACMem， 那么 /iAsO, 这个条件一般不是充分的，但若我 
们假定 TO 在可数并下封闭，则这个条件是充分的. • 

39. 命题令户为叉的子集的代数 ft 上的测度，且令 TO 为 X 的子集簇其在可数并下封闭 
且具有 性质： 对于每个满足的 A € a , 我们有 "A = 0, 那么 存在" 到包含 a 和 9 R 的 
最小代数 B 的延拓 f 使得对于每个 M 69 H , JiM = 0 . 

证明由于作为 STC 中的集合的子集的集簇满足 3TI 的假设，我们可以假定每个 m 中的集合 
[3251 的子集本身属于 3R. 有了这个假设，集簇 B = {& B=AAM, A6ft, M6 沭}是一个包含 a 和 
311的 tr 代数，且由于每个包含 CI 和311的 a 代数包含因此 ® 是一个包含 a 和 3JI 的最小 cr 代数. 

若 AM ； = A 2 AM 〗 ，则 A ! AA 2 AM 2 , 因而户 ( A ] AA 2)=0. 因此且若我 
们定义 fs 为/ A， 则 f 是®上的良定义且是 P 的一个延拓.剩下的仅需证明 f 是可数加性的. 

令 B i f]Bj = 0 . 若压 =八.^风， 则 A.M/SII. 设 A:=A„n 不 n …门又 -i， 

我们有 A:nA; = 0， 且 A„AA:€31l， 因此 B ; = A',.AJW;， R B=A^M, 其中 A=UA;, Me U 
M,-. 因此户 B=/tA= 2/^4 ■: = S//B,.. 纽 

我们观察到对于每个满足 ACM 的 Aea，"A=0 的条件仅仅说的是 r M=0, 因此命题 
说的是我们能够把^的定义域延拓为包含任何内测度为零的集簇 3H, 假定 3R 在可数并封闭的 
话.注意到在由 ft 和311生成的 a 代数上我们有,因此这个命远给出完备化过程的推广， 
该过程通过添加外测度为零的集合将一个测度的定义域延拓. 

驅 

49. 令 Ct 为X上的 J 代数， m 是 A ■的子集簇，在可数并下闭且具有 性质： 3R 内的集合的每个 
子集属于 311. 证明集簇 

® = {jB ： jB = A AM,A e a -M e 3R} 

. 是一个 CT 代数. 

50. 证明若 a 仅是一个集代数，则命题 39 不一定成立. 

12.8 卡拉泰奥多里外测度 

令 x 为点集且 r 是其上的实值函数集.一个有趣的问题是在何条件下外测度，具有性 
[3261 质： 每个属于 r 的函数可测，本节的目标就是证明该性质成立的一个充分性准则. 
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两个集合可被函数 p 分离若存在数 a 和6满足 a >6 使得在一个集合上比 a 大而在另一 
个集合上比6小.外测度，称为关于 r 的卡拉泰奥多里外测度，若它满足以下 公理： 
iv . 若 A 和 B 是两个可被 r 内的某个函数分离的集合，则， （ AUB ) 二， A +， B . 

40.命题若，为关于 r 的卡拉泰奥多里外测度，则 r 内的每个函数可测 • 

证明给定实数 0 和函数 per , 我们必须证明集合 
E = { x , ip ( x ) > a} 

是，可测，或等价地，给定任意集合 A ， 有 

（A fl E)+，（A 门 g ). 

由于当 ，A = c « 时，这个不等式是平凡的，因此我们假定， A < cx >. 

首先设 B = Ef ! A ， C = Ef ] A , R 

- B„ = |x ； (j ： 6 -B) (^(^) > a + J. 

定义我们有 

. B - B„ U [ 0 

现在在 B „_ 2 上我们有 pSa + l/G —2), 而在艮上我们有 p < a + l /(72- l ), 因此 p 分离 

k-1 

扎和且因此分离和 Ui ? Zj ， 这是由于后一集合包含于因此根据归纳， 

i=l 

k 

= D〆 私 ” 

. j =1 

由于 … …… 

k 

CBCA , 

X 

我们有 .. 

k 

> =1 

因而级数收敛.类似地，级数 

j=l 

2 〆 ^ zj+i 

j=i 

收敛，因此级数 

iv 艮 • 

t=i 

也收敛. 

从这里可得到，给定 e>0, 我们可以选取《充分大使得 . 
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|>*見<£. 

那么根据，的次加性， 

A = n +1 

</x" B„ +e 

或 

〆£!„>〆 J 3 — e . 

现在 

( B „ U C ) 

= ， S„+，C 

这是由于分 离艮和 C . 因此， 

fi " A ^ fi ' B + fz ' C _ e . 

由于 e 是任意正量，因此 

户 -A 彡 〆 B+ ， C. ■ 

41. 命题令( X， P 为度量空间，且令 ，为 X上的外测度具有 性质： 只要〆 A，B)>0 
圆 就有；/ (AUB)=〆 A+，B， 那么每个闭集（因此每个博雷尔集）关于，可测. 

若度量空间 X 的子集上的外测度，满足性质:只要 〆 A , B )>0 就有 〆 （ AUB ) = 
则称为对 X 的卡 拉泰奥多里外测度或 度量外测度. 

51. 证明命题 4 1.[令 r 为形如 〆 ： c )=! 0 ( x ， e ) 的函数 ？ 的集合.证明，关于 r 满足 ( iv ), 且 
注意到对于一个闭集 F 我们有 pix , F )<0}.] 


12.9 豪斯多夫测度 


谈到度量空间 X 上的 博雷尔 测度，我们指的是定义在包含 X 内的博雷尔集的代数的某 
个 <7代数上的测度.对于每个正实数《我们定义一个特殊的博雷尔测度 m a . 称为 X 上的^维 
豪斯多夫测度.这些测度对于欧几里得空间 R " 有着特殊的重要性，但他们的理论很容易推广 
到任意度量空间 X . 

为定义'，我们取 e >0 且设 


Xf(,E) = inf D <， 

i=l 

其中是覆盖£的球序列〈战>的半径且 n < e . 观察到当 e 递减时 A 严递増.当 e -0 时设 
m；E = supA^ e> (£) , 


那么我们有 


m：E = K ) ( E ). 

e -0 

容易证明是可数次加性的且因此是一个外测度.若£和^是 X 的两个子集满足 
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P ( E , F )> S , 则只要 e<f 就有 

A < s, (E U F )^ X ^ iE )+ X ^( F ) 

这是因为若〈氏〉是覆盖 EUF 的半径小于 e 的球序列，则不存在同时与£和^相交的球.当 [3|9] 
e— 0时取极限，我们有 

m ： (E U F )^ m：E + m ： F . _ 

因此根据命题41， m/ 诱导一个X上的博雷尔测度;测度队称为豪斯多夫 0 维测度. 

习惯上通过除于常数 

--- 

^( f ) 

来规范 m a . 因此;^=2, ^=7：, 7T 3 =W 3, 且 7 T, 是 R" 的单位球的体积，我们称这个测度为规 
范的豪斯多夫测度.在 R" 中规范的豪斯多夫测度等于勒贝格测度. 

52. 证明〆是可数次加性的. 

53. a. 证明 R" 的豪斯多夫测度％是平移不 变的； 即若 F=E+> E 是博雷尔集，则 

b. 证明在 R" 中测度在欧几里得运动(旋转与平移）下不变. 

54. 令£为[0, 1] 在 R" (或一个度量空间）中的一对一连续像，那么£的规范的一维豪斯多夫 
测度是它的长度. 

55. 令£为某个度量空间X的博雷尔子集. 

a. 证明若对于某个 a ， ％£有限，则对于所有满足 0</?<a 的仏 m f E =0. 

b. 证明若对于某个《， m a E >0, 则对于所有满足汉 > a 的/?， m „ E = oo . 

c. E 的豪斯多夫维数定义为 

dim Hou5 £ = in {{ a ： m„E = oo ) 

或 

dim Hau ，£= sup { p ： m f E = 0}. 

证明这两个定义是相同的. 

d. 证明康托尔三分点集的豪斯多夫维数是 Iog2/log3. _ 
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我们常常关注当集合 x 也是拓扑空间时其上的测度，很自然地考虑在测度上施加条件使 
得它可与拓扑结构联系.看来有两类拓扑空间可给出合理的理论.一类是局部紧豪斯多夫空 
间，本章对该类建立理论.另一类是完备度量空间，第 15 章讨论该类在测度理论方面的一些 
重要意义. 

13.1 贝尔集与博雷尔集 

令 X 为局部紧豪斯多夫空间.从积分理论的观点来看， X 上最有用的 函数族 是由在 X 的紧 
子集外消失的 所有连 续实值 函数组成的族 C t ( X ). 若 /是实值 函数， / 的支撑 是集合 U : /( x ) 关 
0} 的闭包.因此 C t ( X ) 是 X 上的所有具有 紧支撑 的连续实值函数类.贝尔集类定义为使得 
C £ ( X ) 的每个函数关于 S 可测的 X 的子集的最小代数 B . 因此 S 是一个由集合 U : fU )> a ) 
生成的 C 代数，其中 / ec t ( x ). 若 0 >0, 则 这些集合是紧 G ,. 根据命题 9. 15,每个紧 G , 是 
_ 贝尔集.因此: B 是一个由紧 G 生成的代数. 

若 X 是任意拓扑空间，则包含闭集的最小 <7代数称为博雷尔集类.因此，若 X 局部紧， 
则每个 贝尔集是博雷尔集.当 X 是局部紧可分度量空间时反过来也成立，但存在紧空间，在 
该空间中博雷尔集类比贝尔集类大（习题 6). 

我们常常将 X 上的贝尔集类和博雷尔集类分别记为 Ba ( X ) 和 So (；0. 

在本章的其余部分我们始终假定 X 为局部紧豪斯多夫空间. 

谈到 X 上的贝尔测度，我们指的是对于所有只尔集定义并且对于每个紧贝尔集有限的测 
度.由于我们倾向于关于完备测度的积分，所以将常常处理这样一种测度的完备化，我们仍然 
称它为贝尔测度.谈到博雷尔测度，我们指的是定义在博雷尔集的 ff 代数上的测度或者这样一 
种测度的完备化.我们也假定本章考虑的所有博雷尔测度在紧集上取有限值. 

局部紧豪斯多夫空间内的集合£称为（拓扑）有界，若£包含于某个紧集，即 E 是紧的. 
我们应该把这个概念与度量空间的（度量)有界子集的概念区分开来.对于 R " 的子集这两个概 
念是一致的，更一般地讲对于任何度量为适当的度量空间这两个概念一致（见习题 9. 31) .— 
个集合£称为<7.有界，若它是可数有界集簇的并集.回顾一个集合为紧，若它是可数紧集的 
并集.容易看出一个集合£是(7有界当且仅当它包含于一个( X 紧集. 

我们叙述用以处理贝尔集与博雷尔集的一些引理，它们中许多的证明留给读者. 

1•引理令 K 为紧集，0是一个满足 KCIO 的开集，那么 

KCl/CI H 匚 O, 

其中紧开集且 H 是一个紧 g 4 . 

_ 2.引理每<7紧开集是可数紧 G , 集簇的并集，因此是贝尔集. 

3 .引理 每个肴齐集包含于一个紧每个 <7有界集£包含于一个<7紧开集 0. 若£:有 
界，我们可以取0为紧. 



第 13 章、测度与拓扑 215 

4. 引理 令 31 为集合的环，且令 K ' = {£： : E 601}， 那么或者; R = ： R ' 或者灭门欠'= 0.在乓 
一种情形中: RUX ' 是包含 X 的最小代数.若： R 是^环，则灾 UY 是一个 ff 代数 • 

这个引理本质上是习题 11. 9 a . 为运用于本章读者应该研究该习题的内容. 

5 . 引理 若 E 是一个负尔集，则 E 或 E 为有界.当且仅当 X 是 ex 紧时它们都是有界. 

6. 引理 <7 有界贝尔集类是包含紧&的最小环. 

7. 引理 每个 有界贝尔集是可数不相交的有界贝尔集并集的并集. 

以下命题给出了一个将关于紧空间的贝尔集与博雷尔集的定理运用于局部紧空间的有界贝 
尔集与博雷尔集的有用方法. 

8. 命题令 F 为 X 的闭子集，那么 F 是局部紧豪斯多夫空间，且 F 的贝尔集是那些形如 
B 门 F 的集合，其中 B 是 X 的贝尔集.因此若 F 是闭的贝尔集，則 F 的贝尔子集恰好是 X 的 
那些包含于 F 的贝尔 子集. F 的博雷尔集是 X 的那些包含于 F 的博雷尔集. 

证明令 Ct = {£: E = B [] F , BeSa ( X )}, 那么 Cl 是一个包括所有包含于 F 的紧 G , 的<^ 
代数.因此; B a ( F ) 匚 Ct , 且 F 的每个贝尔集形如 B 门 F . 4-« = ( ECX : EHFe ® a ( F )}， 那 
么 B 是一个 a 代数.令 K 为 X 内的紧 G ,， 那么是 K 的闭子集，因此是紧的.由于 K 是 
X 内的紧 G 4 , / CflF 是 F 内的紧因此 / CRF 是 F 的紧 G ,, 因而它属于 Ba ( F ). 从而 
Ba ( X ) C ®, 且 X 的每个贝尔集在 F 的贝尔集与 F 相交. 

若 F 是 X 的闭贝尔子集，则只要 B 是 X 的贝尔子集， BflF 就是 X 的贝尔子集.因此 F 
的每个贝尔子集都具有这种形式.另一方面，对于 X 的每个贝尔子集 B 满足 BCIF ， 我们有 
B = BC \ F , 因而 B 是 F 的贝尔子集. 

用: Bo 取代 Sa ， 且利用 F 是博雷尔集这一事实可类似地建立关于博雷尔集的论断. ■ 

以下引理在证明一个集合 E 是博雷尔集时是有用的. 

9. 引理 令£为 X 的子集使巧对于每个緊集 K , £：门尺是博雷尔集，那么£是博雷尔集. 
我们告诫读者关于贝尔集和博雷尔集的术语没有彻底标准化.一些作者取贝尔集类为使得 

• X 上的所有连续实值函数可测的最小 < r 代数 Sc ( X ). 其他作者则限制博雷尔集类为包含紧集的 
最小 cr 代数 ® k ( X ). 在^环做测度论的作者(例如 Halm 0 S [5]) 常常取贝尔集为包含紧 ft 集的 
最小<7环 K 且取博雷尔集为包含紧集的最小环 S . 在阅读论及贝尔和博雷尔集或者测度的著 
作时，仔细检验作者所指的贝尔或博雷尔集是什么是很有必要的.一个给定的命题对一种用法 
是正确的，而对另一种用法则是错误的. 

以下公式给出了几个类的一些包含 关系： 

Be 

0 ^ 

: RCBa Bo 

■Bk 

我们有 Sa = ScriS k ， 且 So 是包含 Be 和; Bk 的最小代数.。环：!?恰好畢 cr 有界贝尔集的 cr 
环，且 S 是有界博雷尔集类.若 X 紧(或 a 紧和局部紧），则 

Oi = B a = ® c , § = B k = ® o . 

若 X 可度量化(或者甚至像流形那样可局部度量化），则有 
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欠= S, Sa = ®k, ®c = So. 

若 X 是局部紧可分度量空间，则所有这些类等同. 

这里我们所采用的博雷尔集类的定义是最有用和最方便的一种，它被广泛使用且对于度量 
空间是标准的.另一方面，关于贝尔集的定义可能不像取包含紧 G, 的最小 c; 环的定义那样方 
便.我们之所以没这么做是因为我们选择在 a 代数而非 a 环做测度论.我们付出的代价是无数 
关于 a 有界贝尔集类的文献不便于使用.不仅如此，贝尔测度在 c 有界贝尔集有极好的行为. 
我们坚持在非 cr 有界的贝尔集上定义它们造成了下一节中的复杂化，这样的集合上的测度没有 
被定义过. 

■ 

1. 令X为可分的局部紧度量空间.证明贝尔集类与博雷尔集类相同. 

2. a. 证明引理 1. (见命题 9.15.) 
b. 证明引理 2. 

c: 证明引理 3. 

3. a. 证明引理 5. 

b. 证明引理 6. 

c. 证明引理 7C 引理2有用). 

4. a. 令X为局部紧豪斯多夫空间，且 F 是与X的每个紧子集的交集是闭的集合，那么 F 是 

闭的. [提 示： 用逆否证法 .] 
b. 证明引理 9. 

5. 令X为局部紧豪斯多夫空间，且令 QOO 为 C, ()0 内所有函数的一致极限的空间. 

a. 证明； C 上的连续实值函数/属于 GOO, 当且仅当对于每个 a >0, 集合 U: | /(z) | > a ) 
是 紧的/ 

b. 令； r 为 x 的单点紧致化，那么 qoo 恰好由 cor) 的那些在 oo 趋于0的函数限制于X 
组成. 

C. 若 S 是 X* 中的贝尔集，则 BHX 是X中的贝尔集 • 

6. 令X为具有离散拓扑的不可 数集. A 

a. C„(X) 和 C c (；0 是什么？ 

b. X 中的贝尔集是什么？ 1 

c ■令； r 为X的单点紧致化 . cor ) 是什么？ ^ 

的贝尔子集是什么？ 

e 令出为； r 的“无穷远点”，那么 U} 是不包含非空贝尔集的紧博雷尔集. 
f. 证明存在X'上的贝尔测度"使得〆；0 = 1且对于每个 CJX) 中的/，/心=0. 

7. 令； f=R 2 由形如 r; 

{<x,^> G "R 2 ：a <Cx <b,y = c} i :〕 

的集合为基生成的拓扑.那么X是水平直线的直接并集， J.X = RXY, 其中 y 是具有离敏 j 
拓扑的 R. X的贝尔集是什么？ X的博雷尔集是什么？ tl 
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8. 令 y 为具有离散拓扑的不可数集. z 是 y 的单点紧致化. x = yxz 的贝尔集是什么？它的 
博雷尔集是什么？ 

9. a . 令0为局部紧豪斯多夫空间的开子集，那么0是局部紧豪斯多夫空间且 O 的每个贝尔集 

E 形如其中 B 是 X 的贝尔子集. 

b . 并非每个 one 是0的贝尔集，其中 b 是 x 的贝尔集.（令 y 和2为具有离散拓扑的不 
可数集，： r 和 z •是它们的单点紧致化， x 是^和 Z •的直接并且0是 y 和 Z 的直接 
并. ^ B = Z ' ,那么 B 是 X 的紧开集，但◦门 B 不是0的贝尔子集 .） 

C. 令0为 X 的紧开子集，那么0的贝尔子集正是 X 的那些包含于0的贝尔子集. 

10. a . 证明本节末尾叙述的类: R , Sa , ； Bc , Bk , ： Bo 和 S 之间的关系是正确的 • 
b . 举例说明这里的类都是不同的. 

11. 令 X 和 Y 为两个局部紧豪斯多夫空间. 

a . 证明每个 / ec f ( xxy ) 是形如 

的和式的极限，其中且办 = C t ( Y ). [斯通-魏尔斯特拉斯定理是有用的 .] 

b . 证明 Ba ( XXy )[ Ba (； OXSaaO . 

c . 当且仅当 x 或 y 是 < r 紧时我们有； B a ( xxy ) = s a (; ox ； B a ( y ). 

d . 令 X 为多于^个元素的集合，其中 C 是 R 的势，且令 X 有离散拓扑.设 2= XXY . 那 
么 Z 有离散拓扑且它的每个子集是博雷尔集.证明 D ={ U ， 3 -> eZ ： x = ：y} 不属于代 
数® o ( X ) XSo ( X ) .[习题是有用的 .1 

12. a . 对亍映射/: x — y 和 Y 的子集簇 e 我们定义 x 的子集簇 re 如下： 

/* e ={£： E 。/- 1 [ c ] 对于某个 cee }. 

证明若 a 是由 e 生成的^代数，那么广 ct 是由 r e 生成的 < r 代数. 
b . 给定映射/: x — y 和 x 的一个子集簇 e , 令 a 为由 e 生成的 代数.若对每个 cee ， 
/-' [/ [ c ]]= c , 那么对于每个 Aea , /-' [/ [ A ]]= A . 

C. 令 X 为局部紧豪斯多夫空间， fC 为 X 的紧贝尔子集，那么存在紧 G a 序列 〈 K „> 使得 fC 
属于由 < K „〉 生成的 代数 Ct . [见习题 1.9.] 

d . 令 X ， K 和<尺„〉同((：)中的定义.证明存在 A ■•到度量空间1“的连续映射/使得对于每 
个 n 有/- 1 [/[ K „]] = iC „. [见命题 9. 15.；|: 

e . 证明 X 的紧贝尔子集 K 是一个 G s . [注 意： /[ K ] 是度量空间的闭子集 .] 

f. 证明 X 的开贝尔子集也是一个 I . 

13.2 贝尔测度与博雷尔测度的正则性 

令户为定义在 X 的子集的 c 代数 3 R 上的测度且假定 3 K 包含贝尔集.称集合 EGMl 对于" 
外正则(或"对于 E 外正则），若 

fjE — ini{/iO ： E CI 0,0 开， 911} 


称它为内正则，若 
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fjE = supl^if : 尺（ 11£ ，尺紧 ， K G 9H}_ 

若集合£对 " 内正则和外正则，则称它为正则. 

称测度 P 内正则（外正则，正则），若它对每个集合 EG 9 K 内正则（外正则，正则）.命 
_ 题 3. 15断言勒贝格测度是一个正则测度. 

对于紧空间 X ,内正则和外正则完全 对称： 可测集£是外正则当且仅当它的补集内正贝 ij . 
一个 X 上的有限测度内正则当且仅当它外正则（因此正则）.不难证明，当 X 紧时每个贝尔测 
度是正则的. 

当 X 不再是紧时我们失去这一对称性，这是因为开集的补集不一定紧.但当叉是^紧时 
我们仍然能够建立一些合乎需要的正则性 ； 且它们中的一些可推广到任意局部紧的 X 的£7有界 
集类.我们从关于有限测度的一个有用观察开始. 


國 


10.命题令为定义在包含局部紧空间 X 的所有贝尔集的£7代数311上的有限测度. 若 fX 
内正则，则它是正则的. 

证明令£6沭.那么 

# = 3叩{# c ： e 沭，且 k 紧}_ 

但对于这样的 k 我们有犮开和 EC 芡.因此 

= fxX-f£= MifiX-fiK} 



^ ini {^0： ECZO }. 

因此 / iE = inf { 〆 ) ： EdO , 0 开且 06911 }. B 

11 .定理令户为局部紧空间 X 上的贝尔测度且 f ： 是 X 的 ff 有界贝尔集， 那 么对于£>0: 

i . 存在一个 < r 紧开集0满足 ECO 且户 （0~ E )< e . . 

ii . ^ E = sup {^ K : KdE , K 是一个紧 G ,}. 

证明对于每个 e >0, 令: R 为满足 ( i ) 和 （ ii ) 的集合 E 的类.假定 E = U £ n ，其中 E „ e 欠， 
那么对于每个《存在0紧开集0„满足 £„(= a 且 〆 0, 〜 EJ <2_" e . 于是 0= U 0„ 仍然是一个£7 
紧开集且满足 


因而 


〆 (）〜£)匚 U (0 •〜 EJ ， 


因此£:满足 ( i ). 


〆 ()〜£) <2 V ( a ~ E „)< e . 


若对某个 n 我们有 /^：„= oo , 那么存在包含于 E ,(= f ： 的任意大的有限测度的紧 G s ， 因此 
( ii ) 对于£ 成立. 若 // E „< oo 对于每个„成立，贝! | 存在 K „ C ： f ：„, K „ 是紧 G , 且 


则 


〆 £：„ 〜 K „)<2~" e . 


f £= s gP "( Q £ ») 

N 

< sup^( [J K H )+e. 



第 J 3 章 测度与拓扑 219 


因此 E 满足 ( ii ). 

若 E 是一个紧 G ,， 则存在具有紧支撑的连续实值函数 p 满足0< ?3 <1且£={： ! ； : <p(x) = 

1}. 令 0„;{ x : ? (: c)>l — 1/«}.那么0„是一个 《 r 紧开集且0„紧.由于根据命 
题 11. 2我们有 ^ E = inf ^ O „. 因此每个紧 G , 满足 ( i ) ，且它平凡地满足 ( ii ). 

令 A ： 为紧，那么 E 满足 （ i ) 当且仅当 E 满足 （ ii ), 因而满足 （ i ) 和 （ ii ) 的集簇; R 是包含紧 G s 
的 < r 代数.因此: R 包含所有贝尔集，且当 X 紧时命题成立. 

对任意局部紧空间 X 和有界贝尔集£：,我们能够取 H 为紧 G , 且 U 为 X 的 <7紧开子集 

使得 

EczUd H 

那么根据命题8, £是/1的贝尔子集，因而 

"(W 〜 £) < e. 

由于 W 和口为^紧，所以 o = wnu 也是紧.因而◦是。紧开集且满足 

ECZOCZW. |pj' 

因此 

0~E(ZW~E, 

且 

1x(.0 〜 E) < e. 

因而 E 满足 （ i ). 因此，所有有界贝尔集属于: R . 

由于: R 在可数并下封闭，且每个有界贝尔集是有界贝尔集的可数并集，所以可以得出每 
个 <7有界贝尔集属于: R . ■ 

若已经定义贝尔集类为包含紧 G s 的最小<7环且取贝尔测度为定义在这个 cr 环，那么该定 
理有优美的 形式： “每个贝尔测度是正则的”.若义是^紧，则由紧 G s 生成的 <7环和 <7代数是 
相同的.因此我们有下面 的系： 一，: 

12.系 若 X 是 ff 紧 ，则 X 上的每个贝尔测度是正则的. 

初看起来甚至在 <7紧空间的情形中系12比定理11弱，这是由于贝尔测度的内正则仅意味 
着贝尔集£的测度是包含于£的紧贝尔集的测度的上确界，而定理说的是它是包含于 E 的紧 
G , 集的测度的上确界.然而，这个较弱仅是表面的，因为我们能够证明每个紧贝尔集事实上 
是一个 G s . 这个结果有些复杂，我们这里不 用它； 读者可-见习题12的证明. 

若 X 非紧，则对偶于测度的内正则的适当概念是拟 正则： 若一个定义在 <7代数 TO 上的包 
含贝尔集的测度 y 外正则且每个开集 oe ail 对于"内正则，我们说它为拟正则. 

非紧空间上的贝尔测度不必正则（习题13和21)，但可以在不改变它在 C 7 有界贝尔集的 
值的情况下要求它为内正则或拟正则.我们在下列命题中概括这一内容，其证明留给读者（习 _ 
题 15). 

13•命题 令 "为 X 上 的贝尔 测度， 那么存在 X 上的 惟一拟 正则贝 •尔 测度 厂和惟 一内正 
则测度&使得对于每个 <7有界贝尔集£有 = ^ E . 

从命题10可以看到若&有限则&正则.在这种情形中 f = 若存在一个与在 <7有界贝尔 
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集上的 p —致的正则贝尔测度，则根据后一测度的惟一性它必须等于;;和遗憾的是，我们 
有一个有限贝尔测度，在其上;;和&是不同的(习题 21). 

以下三个命题研究博雷尔测度的正则性和惟一性.第一个命题的证明留给读者. 

14•命题令"为定义在包含博雷尔集的 CT 代数 沭上的 测度.若对于每个紧集 p 外正则或 
对于每个有界开集"内正则，则对于每个 3 IT 内的 a 有界 集;/ 正则. 

1 S . 命题令 "为定 义在包含贝尔集的代数昧上的测度.假设"拟正则或 p 内正则，那 
么对于每个满足 pE <«> 的 E 63 II 存在一个贝尔集 B 满足 
//( EAB ) = 0, 

证明我们仅处理拟正则情形而将内正则的情形留给读者（习题 19). 

令 E 为有限测度的可测集.由于"是外正则的，我们可以找到开集序列〈0„>满足 


/ xO „ + 

由于"拟正则，存在紧集满足 

/ jK m > nO m — 2 ~ m , 

且根据引理1我们可以取现在 


设 


fjK m > ixO m -l~ m ^^E-2 - m 

> /j.O n - 21 — 2-' 


H m =\J Kj. 

i=m 

那么是贝尔集，且对于匚0„(=0„.并且，且 
> /xK™ > 〆 )， 一 2-" — 2—' 

令5=门幵„，那么 B 是贝尔集， B 匚0„， 且； 因此 

fxB — 2~°. 

由于 jBca ^ Eca ， 我们有 

BAE C ： (0„ ~ B) U (0„ - E ) 

因而 

ftCBAE) - B) +^(0„ - E) 

< 2~" + 2 _n = 2~^\ 

这对任意 n 成立，因而 

/ a ( BAE ) = 0. _ 

16. 命题令 p 和为定义在包含博雷尔集的 a 代数 911, 和诹 2 上的完备饱和测度. 假定户 ！ 
和 JU 2 拟正则或内正则.若只要 K ■是一个紧 Gj ， K ， 则91^=3112且对于 OT ,. 的每个集合 
有/ = fl 2- 

证明我们仅处理拟正则情形而将内正则的情形留给读者（习题 20). 
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我们从证明在 代数抓 = 3^ D 3 R 2 上内开始.由于每个 p 在并集上内正则且它们在 
紧 G , 集上一致，对于每个开06311我们必须有内0=~0.但外正则蕴涵着对于每个£6 3 R 有 
fa E=fnE. 

每个测度 p 为零的集合包含于測度为零的博雷尔集，在博雷尔集上 p =/«. 因此和 p 
有相同的零测度集，这是因为它们是完备的. [5421 

根据命题14, 31^中满足#有限的集类与 3 R 2 中满足作有限的集类相同.因此关于 
肌^局部可测的集类与关于 〈内， 311 2 >局部可测的集类 相同. 由于 p 和是饱和的，因而那些 
类分别与沉:和 3 H 2 重合. ■ 

命题15的内容不像它最初看起来那样令人惊讶.在下一节中我们将看到总是可能将--个 
贝尔测度延拓到内正则博雷尔测度和拟 正则博 雷尔测度且在 J 有界贝尔集上与原测度一致.到 
内正则测度的延拓有一个将尽可能多的集合赋予零测度的倾向，因此存在许多测度为零的集合 
且这使得 EAB 容易有零测度.到拟正则的延拓仍然将那些集合赋予零测度且它必须为外正则 
但有赋予最大多数含义模糊的情形无限测度的倾向.这些无限测度的集合被从命题15的结论 
中排除出去. 

习题7的例子是特征鲜明的，这里我们取 X 为具有在每条水平直线上给出通常的拓扑且 
使 X 为氷平直线的直接并的拓扑的 R 2 . —个集合£是 c ； 有界贝尔集当且仅当它仅与可数个水 
平直线相交. <7有界集的补集与除可数条水平直线外的所有水平直线相交.设 
f£= J]m(E n (RX {y})), 

其中饥是勒贝格测度.那么#是一个正 in 贝尔测度. 

X 内的集合 E 是一个博雷尔集当且仅当它与 R 的博雷尔集内的每条水平直线相交. P 的内 
正则延拓是测度 

fxE= n a?x {>})). … 

^ 的拟正则延拓是在有界贝尔集上(在 i 个例子中与有界博雷尔集相同）等于测度 y 且在每 
个非有界的博雷尔集上无限的测度沁 

因此; T 与&不 同的临界集类是那些与勒贝格测度等于零的但与不可数条的水平直线有非空 
交的集合内的每条水平直线相交的集合.对于这样的集合我们有芒£==0且_ 
在结束本节之前，我们指出存在紧空间上的非正则的博雷尔测度.构造出这么一个例子有 
点复杂，我们不做这件事.有兴趣的读者可从 H a lm OS [5；] 习题10,第231页找到如何构造的 
建议. 

圃 

13. 令 X 为具有离散拓扑的不可数集且令 XeU } 是 X 的一个可数子集.设 

户。 £= X) 2 ""- 

a . 证明 p 是一个对 X 的所有子集有定义的有限正则测度. 

b . 若£：为。有界定义户£= 抨 £,若〜£为0有界定义户£=3, 则; u 是非内正则的有限外正 
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则贝尔测度. 

14. a . 证明两个 <7紧集的交集是紧. 

b . 给出紧空间 X 的非紧的开子集0的例子. 

15. 证明命题 13. (见习题 11.9.) 

16. 令 X 为习题7中的空间 且"， f 和&是书中定义的其上的测度. 

a . 证明 p 是一个正则贝尔测度. 

b . 证明& 是一个内正则博雷尔测度. 

c . 证明;;是一个拟正则博雷尔测度. 

d . 不存在 X 上的在有界贝尔集上与# 一致的正则博雷尔测度. 

17. 令 y 为定义在包含贝尔集的 a 代数911上的内正则测度. 

a . 每个紧 Keail 对 于户是 外正则（因此正则).（令0为包含 iC 的有界开集.用0〜 iC 的内 
' 正则性 .） 

b . 对于每个开集 0 G 3 TC 我们有 

〆 ）=匚 0 ，iC 是一个紧 G ,}. 

18. 证明命题 14. (见.习题 17 a .) 

19. a . 当#是内正则的情形证明命题 15. 

b . 证明命题15的结论对 a 有限测度可测的集合£：成立. 

20. 对#为内正则的情形证明命题 16. 

21. 令 ^= RX {0}， RX=X 0 UD, 其中 

D= {( x , y ) 6 R 2 : X = q2~" ,y = 2~" ,n 6 N,g 6 Z }. 

通过取 D 的任何子集和形如 

N '、 G X ： \ x — x,t I < 31H31 < 2 _ "»} 

的任何集合作为我们的邻域基定义 X 的拓扑. 

a . 证明集合 Ny 。在 X 的拓扑是紧的且 X 是局部紧豪斯多夫空间. 

b . 每个包含于 X 。的紧集有限. • 

c . 定义 p {〈 g 2-， 2-">} = 2-,且对任意子集 ECX 定义 

Yj 戶 
*GEflD 

证明 P 是定义在; f 的所有子集的可数加性测度. 

d . 证明 

e . 证明^是 a 有限内正则博雷尔测度. 

f . 对于点 U ， y ) eD 和点 < x 。，0> GX 。， 若丨 x — x 。 | <： y 我们说点〈: c , 覆盖点 

U 0 , 0>. 可被点 < x ， ：覆盖的集合 GCX 。 的勒贝格测度至多为 pUa :, y ». 

g . 对于和 GCX 。， 若 G 的每个点被£的一个点覆盖我们说£：覆盖 G , 则 G 的勒贝 
格测度磺足 . 


rnG ^ jjE , 
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h •集合X。对于"不是外正则.[我们有 #& = (). 若0是满足03欠。的开集，则 OHD 覆 
盖 X 0 .] 

i. 在X上不存在与所有紧集上的4一致的正则贝尔测度. 

j. 对于这个例子 f 是什么？ 

13.3 博雷尔测度的构造 

到目前为止，我们遇到的非平凡的博雷尔测度仅有勒贝格测度和第12章的测度.本节我 _ 
们推广构造它们的程序以给出构造博雷尔测度的一般方法.第一种方法是从适当的外测度开始 
取关于外测度的可测集合.为了使所有的博雷尔集可测，外测度必须具有某种性质.以下定义 
给出了一些方便的 性质： 

定义对于局部紧豪斯多夫空间的外测度，，若 

i. 对于每个£[义， ，£=inf{，0: 0开， EC . O }. 

ii. 若0,和0 2 是不相交开集， 则/ / (0 1 U0 2 )=，0 1 +，0 2 . 

iii. 对于0为开集， A z , (0) = sup{ A z , K： KCO , 尺紧}. 

我们称它为（拓扑）正则. 

我们必须区分拓扑意义下的正则性概念和第12章引人的纯粹测度一理论意义下的正则性 
概念.可以看到（定理 19) 若，拓扑正则，则所有博雷尔集，可测.因此开集是可测的，且因 
此每个满足，的集合 E 具有一个可测覆盖的 G,. 因此，，在测度意义下也正则. 

我们从以下两个引理开始，其证明留给读者. 

17. 引理若，是 X上的外测度，则以下每个陈述等 价于; u* 正则性定义中的 （iii): 
in. 对于0为开集， //0= SU p{，K : KCO, K 为紧 G*}. 

iii”. 对于0为开亭， ^0= sup { fi ' U ： Uc =0, D 紧， [； 开 }• 

18. 引理任意_合 £ CX 是"•可测当且仅当 . 

，0 >， （0 门 £) +， （0 门 £) 

对于每个满足， O<oo 的开集0成立. 

19. 定理令，为 X上的拓扑正则外测度，那么每个博雷尔集是 ，可 测. 

证明 由于 ^ ^可测集构成一个 <7 代数，仅需证明每个闭集 F 为"•可测. _ 

. 令0为任意开集满足/^0<00且 £ 是任意正数.那么 0HF 是有限外测度的开集.根据引 
理17的性质 (iii〃) 存在开集17满足 UcOflF 且， L7>，（0nF)—e. 

' 设 V=0 〜 U. 那么 vnu=0 且 OHFCV . 因此根据 ( ii) 

，(on F)+，（on 尹 )<，v+，u+ e 

<^( UIJV .)+£ 

< 〆 0+ e» 

由于 e 是任意的， 

M "(on F)+//*(onF)< / z*o, 

因而 F 是，可测的. ■ 
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我们经常希望通过将开集上的某个适当扩充的实值函数延拓以定义正则外测度.以下命题 
给出了在何种条件下我们可得到一个正则外测度. 

20. 命题令；;为定义在 X 的开子集类的非负扩充的实值函数且满足 

i . 若0紧. 

ii . , 若 OiClC ^， 

iii. "(0 1 UCV) = //0i+；z02 若 OinOz = 0， 

iv . ^ dJOiXS ^ O ,-, 

V. ] l ( 0 )= sup { f I u ; uao , O 紧 }• 

那么如下定义的集函数；/ 

〆 E = inf0O：jB C £?} 

是一个拓扑正则外测度. 

证明，的单调性与可数次加性可直接从 （ H ) 和 （ iv ) 与，的定义得到.对于0开也有 
fx'O^JiO, 因而引理17的条件 （ iii ") 由( V )得到.正则性定义的条件 ( ii ) 由命题的假设 （ iii ) 得到 
且条件 ( i ) 由，的定义得到.由于对于0紧有厂0<00,因而对于毎个有界集£我们有//£：<00. 

■ 

定义在开集的且满足先前命题的条件的集函数 f 有时称为内容量.该命题断 言这# 一个集 
函数总是可以延拓成一个博雷尔测度.一个对偶的程序是从定义在紧集或紧 G, 的适当的集函 
数开始的.由此我们给出以下定义. 

定义令 sc 为包含紧 g s 的紧集族且具有 性质： 只要且 K 2 e ： x ： 就有 j ^ Ui^exjL 
K , riK 2 e 3 C . 对于一个定义在 3 C 上的非负实值函数 A ， 若 

i . 当 时， XK,<XK t . 

ii . 当 时， A ( K 1 UK 2 )= AK ,+ xk 2 . 

则我们称它为一个容量 • 

若 

iii . AK = inf { AH : KdH°, H €3 C }. 

'则我 们称它为正则容量. 

21. 命题令 A 为紧集类 3 C 的容量，那么惟一存在拟正则博雷尔测度;:使得对于每个开集 
0我们有 

fO = sup { AK:fC 匚 0 ，K 6 3 C } 

此外，对于 jcex 有 

^ K °< AiC<^K 

若 A 是一个正则容量，则对于所有 fceac ， 有 JiK = kK. 

证明对于每个开集 O 令 

JiO = sup { AK：X C = 0 ,K e oc}. 

那么命题 20 的性质 （ i ), ( ii ), ( iii ) 和 （ v ) 由 f 的定义和 A 的定义直接得到.为看到 （ iv ) 也成 
立，令 
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0 = Q a, 

i=i 

取紧集 icex 满足 Kca 根据命题 9.16 存在具有紧支撑的非负连续实值函数…，％ 

使得 

= 1 國 

t=i . 

且 SU pp 灼 CO ,. 令 G ; = u : ( piU ^ l / n ), 那么每 AG ,. 是紧且因此属于 X . 因此，每个 
G ,- 门 K 属于 3 C . 我们也有 

K = [J G,- n K 

i=l 

并且 G flKCO ,. 因此 

AX < X ) A ( G , n K ) ■ 

i = l 

< i ；； o , < f ^ O ,. 

i=*I i=l 

对所有这样的 K 取上确界给出 （ iv ). 

根据命题 20 和定理 19, 集函数;:延拓为拟正则博雷尔测度; ；. 由于 f 是外正则，我们有 
^K= inf{；；O,0 开， KCO} 

^AK. 

也有 

^K 0 =sup{AH ： H6 3C,Hc=K o } 

<AK. 

因此 

若 A 正则， 

沐 = 叫0，《：[(?，0开} 

<inf{^H o ： KcH 0 ,H6 X} 

< inf {AH ： K-CH°,H 6 X} 

=AK. 

因此对于所有 Kex , ~ f k = xk . u 

22 .定理令 // 为 X 上的贝尔测度，那么存在定义在包含博雷尔集的 《r 代数的完备饱和测 
度 f 满足 f 拟正则 和&内 正则，且对于每个 <x 有界贝尔集， 
fjE = /iE = fj £ 

测度 [和; 是惟 一的. _ 

证明令 3 C 为紧 G, 类.那么#对X的限制是一个正则内容，根据命题21它可延拓为拟正 
则博雷尔测度由于对于开集 f 为内正则且//对于 a 有界贝尔集为内正则，它们在 a 有界开 
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贝尔集等同.由于它们在 a 有界贝尔集都是外正则，因此对于每个 c 有界贝尔集£，我们有 
; E ， E . 由于 [来自 正则外测度，因此它完备且饱和. 

令311为关于，的，可测集组成的类.定义 3R 上的&为 

(iE = sup{j^B : B CZ E,B ^ 有界 }. 

根据命题 14 由于;;在 a 有界集正则，因此对于所有 3R 内的 a 有界集我们有&£=；:£且对于所 
有 ff 有界贝尔集 E ^/ x _ E = fiE — fzE . 

为证明&是可数加性的，令 〈g〉 为911内的满足的不相交集合序列.那么对于任何 
OT： 内的满足 SCf： 的有界集合 B, 我们有 B, =_Bn 乓是911内的有界集合且 B/Cg. 因此 

fiB = 2/^Bj ^ S/i E ; . 

因此 



匕是可数次加 性的. 若对于某个_/，苎£,=°°， (^= 00 , 因而芒 E=S 芒乓.若每个苎 E, 有限， 
则给定 e>0, 存在一个 <7有界集 B.CZE,, 使得 
fiEj < piBj rf 2 _/ e. 

那么 B= UB；CE, 且 B 是^有界集/也有 

f^E^ptB=^fxBj^^2f^Ej—£. 

由于 e 是任意的， 因此已芒 为可数加性的 • 

由于 f 在 arc 的 a 有界集上内正则，因此&在 are 上内正则. 

13501 /■(和&的惟一性由命题 1(5 得到. H 

驅 

22. 令"和 t； 为X和7上的博雷尔测度且它们中的一个或者内正则或者拟正则. 
^叉父:^的每个^有界博雷尔集属于:^^^以^^⑶)，且若£为《^有界， 

(// X v)E =(户 X v)E = ifiXv)E = (fi X v)E = (" X v)E. 

b. 证明 

c. 证明匕户 Xw. 

23. 令 "为 X=[0, 1] 上的勒贝格测度，》为7=[0, 1] 上的具有离散拓扑的计数测度，那么; 
fl^. v=v = v. 

a. 证明 

t _ - _f°° 若£ 不是 <7 有界 

M Xv = f,Xv =|^ to(£ p [XX { a }]) 若 E 是 有界. 


b. 证明 
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^Xv)E = J]m(E fl [XX {«}]). 

c . 令 y ) eXXY ： x = y ), 那么 D 是闭的因而是 X XY 的博雷尔子集. 

d . ( c ) 的集合 D 属于 Bo ( X ) XBoCn . 

e . 令 /( x ， y )= Xo , 那么 / 为博雷尔可测，且 

J"(j/d 户 ) dw = 0 ， 

川/扣)1^ = 1. 


24. 令 " 为局部紧空间 X 的贝尔测度， U 为所有满足户0=0的开贝尔集0的并集. U 的补集 F = 
&是一个闭集，称为 y 的支撑(或承载形). 

a . 若 O 是满足的开贝尔集，则 " O 〉0. 

b . 若 1 C 是紧贝尔集且尺门卩二％，则; JC =0. ( K 的每一点包含于测度等零的开集.因此 
根据 K 的紧性它包含于测度等零的开集 .） 

c . 若£是满足 EDF =0 的 <7有界贝尔集，则户 E =0. 

d . 若/ G c r ( x ) 且/> 0,则 f /心= 0当且仅当在 F 上/三 0. [提示 :集合 { x : /( x ) > 0} 

是一个有界贝尔集 .] 

e . 给出一个例子说明 F 不必是一个贝尔集. 

f . 根据 ( c ) 若 X 紧(或 a 紧），那么对于每个满足 EDF =0 的贝尔集 E , m E =0 . 构造一个 
例子说明若 X 不是 tr 紧，这个命题不一定正确(见习题 5 e ). 

13.4 正线性泛函与博雷尔测度 

令 X 为局部紧豪斯多夫空间.如同通常的做法，我们用 C t ( X ) 表示具有紧支撑的连续实 
值函数空间. SC t ( X ) 上的一个实值线性泛函 I ，若只要/>0就有 K /)>0, 则我们称它为正 
的.本节的目标是证明每个 c t (x) 上的正线性泛函可表示为适当博雷尔(或贝尔）测度的积分. 
特别地我们有以下 定理： 

23. 定理（里斯-马尔可夫）令 X 为局部紧豪斯多夫空间且 J 是 C c (；0 上的正线性泛函. 
那么存在 X 上的一个博雷尔测度 户使得 

i (/) -!/ 如 

对于每个 /6 C c ( X ) 成立. 测度户可取为拟正则或内正则.在这些情形中它是惟一的. 

证明对于每个开集 O 定义; ： o 为 

JxO = sup { K /) ：/ e C c ( X ) ,0 < / < 1 ,supp fdO ). 

那么;:是定义在所有开集上的扩充的实值函数且容易看到它是单调的、在有界集上有限且满足命 
题20的正则性 (5). 为证明 f 在开集上是可数次加性的，令 0= U 0, 且令/为 C t ( X ) 中的任意函 
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数满足0</<1且 supp/ClO. 根据命题 9. 16存在 G(X) 中的非负函数妁，…，蚪满足 supped 
0,,且使得在 supp/ 上 

i=i 

那么/=2科/, 0< 弘/<1 且 supp (和/〉(=0,.因此 

v = Ek^/x 2办 

i=i i=i 

对所有这样的/取上确界给出 

fiO ^ 2^0( , 

且是可数次加性的. 

若0=0^0 2 满足 <^(1(^=0 且 /,.ec c (x), o</ f <i, 以及 supp /,.cio, ，则函数/=/! + 
/ 2 有 supp/ 匚0且0</<1.因此 

Ifl + 1/2 <^0. 

由于在0</,.<1且叫卯/厂0,的条件下，/，和/ 2 可任意选取，因而有 

fiOi + fiOi ^ fiO , 

这就得到 

fiOi +^0 2 = fiO . 

因 此厂满 足命题 20 的假设，因而;;扩充为拟正则博雷尔测度. 

接着证明对于每个/€ C c (X),I/ = |/d^ 由于/是以X)内的两个非负函数的差,所以仅 

需考虑/ > 0 .根据线性性也可以取/< 1 . 

选取一个有界开集0满足 supp/C0 •设 

Ok = {xinfix^) >k — l] 

且0。=0.那么 On+ija， 且 C^+iClO *. 定义 

fl 在0出中 

9?* = i nfix) 一是 + 1 在0 4 〜0* +1 中 
io 在 0 4 中. 

那么 


’ =士》 

我们也有 supp 衿 C 0* 匚且在 O i+1 上衿三 1. 因此 

fiOk+\ ^ I<pk < pOk -1 


对是成立.也有 


^ 0*+1 ^ ^ ： fiO k 



对是 >1 成立.因此 
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-"Oi < 2 -Jfi)<^Oo +"0r. 

相应地， 

| l /-|/ d ^|<^0. , 

由于 n 是任意的，因而 

U 4 jfd ^. 

根据定理22存在一个内正则博雷尔测度 e 在 <7有界博雷尔集上与;;一致.由于仅有，〃在<7有 
界贝尔集上的值进人 J /如， 我们有 

f 和 &的惟 一性证明留给读者. m 

尽管这个定理常常称为里斯-马尔可夫定理，但它首先只是由 Ma r kov [23] 对 I 为有界正线 
性泛函的情况建立的.当叉=[^， 6] 时的情形由 F . Riesz [2 4 ] 于 K 09 年建立，当 X 为包含于 
R " 的紧子集的情形由拉东于1913年建立，当 X 是紧度量空间的情形由巴拿赫于1937年建立. 
这里给出的一般情形的定理，据我所见，它的最早印刷版是 H a lm OS [5]. 

■ 

25. 证明定理23中的测度;;和匕的惟一性. 


26. 令 au , : y ) 为 xxy 上的有界博雷尔可测函数，"和 W 分别是 X 和 Y 上的博雷尔测度，它 
们或者内正则或者拟正则. 


证明 


^<p{x)Hx,y')tjiiy)A{fj.X v) = j[jy(:c) 左 (: c, ： y)d"y( ： y)dw 

= 「沪 ( 工 ) [jKi ，； y)0( ： y)cb]d" 


对于所有斤以叉)和 ^ GC c ( Y )^ i . 

b. 证明对于所有 yGCJX) 和 #eCoa)(a) 成立 • 

c . 对于所有属于二(又)和 C c ( Y ) 的 y 和…若 （ a ) 中的积分为0,那么 /fe = 0 a . e . [" X ®]. 


13.5 C(X) 上的有界线性泛函 

令 X 为紧豪斯多夫空间， C (；0 为; f 上的实值连续函数空间.在 13. 4节我们描述了 C ( X ) 
上的正线性泛函，本节将考虑 ax ) 上的有界线性泛函.首先我们注意到，若 f 是一个 c ( x ) 
上的正线性泛函且 I / I <1，则 

I F (/) |< F (| / |) < F (1). 
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因此我们得到 

l|F|| = F(l). 

下一命题表明 C ( X ) 上的每个有界线性泛函是两个正线性泛函的差.由于定理的证明没有 
用到除 C ( X ) 是包含1的有界函数的向量格以外的特殊性质，我们可在更一般的情况下叙述该 
命题.对于 X 上的实值函数组成的向量空间 L, 若只要/和 g 属于 L 就有 /Vg 和 /Ag 属于 
L , 我们说 L 是一个向量格. 

当我们定义 ll/ll =sup I /Oc) | 时，向量格 L 成为一个赋范线性空间.一个线性泛函有 
界，若存在 M 使得 

I F(/) |<M||/|| , 

且如同通常的做法我们定义 



24 •命题 令 L 为集合 X ■上的有界函数的向量格，且假定 16 L . 则对于每个 L 上的有界 
线性泛函 F , 存在两个正线性泛函 F + 和 F — 使得 F = F +— F _ 且 || F || = F +(1)+ F _ (1). 

证明对 L 中的每个非负/定义 

F + (/) = ^ supFC ^ j ). 

那么 F + (/) 彡0,且 F + (/)> F (/). 此外，对于 F + ( c /)= cF + (/). 令/和 g 为 L 内 
的两个非负函数.若0< ?5 </且0<0<紅，贝 IJ 0< ? +^</+6因而 
F + (/+^) > F ( ? ) + F (^). 

对所有这样的 p 和0取上确界，我们得到 

F + Cf + g )^ F + (/) + F + ( g ). 

另一方面，若0<^</+心则 O <0 A /</ 且因此0<0-(0八 /)< g ， 这就得到 
F (於 = F (0 A /) + F (0 - [0 A /]) 

< F + (/) + F + ( g ). 

对所有这样的 0 取上确界，我们得到 

F + Cf + g )^ F + W + F + <. g ), 

因而 

F + Cf + g )^ F + (/) + F + ( g ). 

令/为 L 内的任意函数，并令 M 和 N 为使得 /+ M 与 /+ N 非负的两个非负常数.那么 
F + ( f + M + N )= F + (/+ M )+ F + ( N ) 

= F + (/+ N ) + F + ( M ). 

因此 

F + (/ + M )- F + ( M ) = F + (/+ N )- F + ( N ). 

因此 F +(/+ M )— F +( M ) 的值与 M 的选取无关.我们定义 F +(/) 为这个值.泛函 F + 是定义 
在所有的 L 上的，且我们有 F + (/+ g )= F + (/)+ F + ( g ) 且对于 c >0, _ F + ( c /)= c F + (/) .由 
于 F +(—/)+ F + (/) = _ F + (0)=0, 因而有 F + <fP = — F +(/)， 且 _ F + 是 L 上的线性泛函. 
由于 0< f + (/) 旦对于/>0, F (/)< F +(/), 因此 F + 与线性泛函 F —= f +— F 是正线性 
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泛函，且/^卩+― 

我们总是有 m < II F + II + 11 F - II = F + (1) + F _(1). 为建立反向的不等式，令史为 
L 中使得0<9<1的任意函数.那么丨 2 9 —1 | <1，且 

II F || > F (2 f - l ) = 2 F (< p )- FCl ). 

对所有这样的 P 取上确界，我们有 

II F II > 2 F + ( l )- F ( l ) 

= F + (1) + F . (1). 

因此 || F || = F +(1)+ F _( l ). B 

25 •里斯表示定理令 X 为紧豪斯多夫空间且 C ( X ) 为 X 上的连续实值函数空间，那么对 
于 CCX ) 上的每个有界线性泛函 F 惟一存在对应于它的 X 上的有限带号贝尔测度 t 使得 
F ( f ) = |/ d ^ 

对于每个属于 C ( X 〉 的/成立..此外 ，II F || = | T ； | ( X ). 

证明如命题24令 F = F +- F _. 那么根据定理23存在有限贝尔测 度川和 ~使得 
F + (/) = J / d "! 

与 

F - (/) = J / d " 2 . 

若设贝! W 是一个有限带号贝尔测度，且 

F (/) = J / dt ；. 

现在 

|F(/) l<Jl / I d | ^| 

' < "/ I:"、I ( X ). 

因此 II F \\<\v |( X ) .但 

I t ； I ( X )<^( X )+^ 2 ( X ) 

= F + (1) + F _ (1) = || F || . 

因此 II F || = | t ； |( X ). 

为证明 x ； 的惟一性，我们注意到若％和％都是有限带号贝尔测度使得 
J / dx；i = F (/) 

对 i = l ， 2和 /6 C (；0 成立，那么4=%—%是使得 

J/dA = 0 

对于所有 /6 C ( X ) 成立的有限带号贝尔 测度. 令；1 = 2+— A — 为 A 的若当分解，那么关于 A + 的 
积分给出的 COO 上的正线性泛函与厂给出的相同，因而根据定理23必须有 A += A —. 因此 
A = 0,_@L^1 = ^2. ■ 


_ 
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26.系令 X 为紧豪斯多夫空间，那么 ca ) 的对偶是（等距同构于）; f 上的所有有限带号 
贝尔测度组成的空间范数 IMI = U I ( X ). 

x 上的有限带号贝尔测度空间是 c(x) 的对偶这一事实使我们能对该空间作出许多结论. 
例如，从命题 10. 3知道贝尔测度空间是完备的，从定理 10.17 知道满足 U 丨 ( X )<1 的贝尔 
测度的集合在弱’拓扑下紧.习题中给出了一些这个结果的推论的探讨. 

27. 令 L 和 F 为命题24定义的泛函.证明若 G 和 H 是两个 L 上的正线性泛函使得 F = G — H 且 
G (1)+ H (1)<|| F || ,则6=_^且只=广.[提 示： 用 F + 的定义证明 G - F + 是一个正线 
性泛函 .] 

28. 令 X 为紧豪斯多夫空间 ？={/,} 为 X 上的连续实值函数族， { C J 是相应的常数族.假定对 
于每个有限集，.以彳 人} 存在带号贝尔测度 u 满足 U 丨 （ X )<1 使得 

JX ■ 如 = V 

那么存在一个有限带号贝尔测度 r 满足 I d (XXI 使得对于每个/„, 

J/ a di;= c„. 

29. a . 令 X 为紧豪斯多夫空间且心力 ，…， '/„是叉上的连续实值函数.假定存在一个 A ： 上的带号 

贝尔测度 d 满足 Ul ( X )<1 且使得对于每个 i 有 I / i ( k ；= Ci ，那么存在一个 X 上的带号 
贝尔测度 y 满足 k I 00<1使得 

J/,d^ = ci, 

并且对任意满足 I A I ( X ) < 1且使得== c ，的 带号贝尔测度 A 有 



b . 假定存在 X 上的贝尔测度 t ; 满足 t / CX ) =1且[/,如=^，那么存在一个 X 上的贝尔测度 

^满足 〆X ) = 1且 _[/, •如= C ,. 使得在所有满足这些条件的贝尔测度中最小化 
C . %&,&,•••， _Fjir (=771 维欧几里得空间)上的连续函数，令/,， …， 为 X 上的 
连续函数.证明若存在一个贝尔测度 P 满足 kOO = i 使得 

F ,- (J/idw, —,J/„dw)= Ci, 

则存 在一个 X 上的贝尔测度在这些限制下最小化 

G(J/i cb ， “. ， J/„cb). 

30. 令 B 为紧豪 斯多為 空间； f 上的带号贝尔测度组成的巴拿赫空间. B 的单位球的极值点是 
什么？ 
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31. 斯通-魏尔斯特拉斯定理的另一证明. 我们能够用本节的技巧和第10章的结果一起给出斯 

通-魏尔斯特拉斯定理的证明.该证明不依赖于引理 9. 33,它归功于德布朗斯. _ 

令 a 为紧空间 X 上的实值连续函数组成的代数，其分离点且包含常数. 令 CU 为 X 上的带号 

贝尔测度集使得 丨 p I ( x ) < 1且对 于所有 / e a fd ^ = 0 成立. 

a . 用哈恩-巴拿赫定理和系 26 证明若 fti 仅包含零测度，则 《= C ( X ). 

b . 用克赖因-米尔曼定理和 cr ( x ) 中的单位球的紧性证明若零测度是 a 丄仅有的极值点， 

那么 ai 仅包含零测度. 

c •令# 为 w 的一个极值点. ^/ ea , o </< i ， 则由如,=/如和知 2 = (1-/)如给出 
的测度 a 和灼属 Ta 丄，并满足 II 闪 II + II 怍11 = 1 II ，且灼+灼=户.由于"是一个 
极值点，因而对于*个常数 c , Ml = CjU . 

d . 那么在 户的支 撑上， /— 矣0(见习题 24). 

e . 由于 a 分离点，因此 y 的支撑至多能包含一个点.由于]*1如= 0,因此"的支撑是空的，且 

#是零 测度. [360] 
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14.1 齐性空间 

令 X 为局部紧豪斯多夫空间.从 X 到其自身的同胚映射群 G 称为在 X 上传递的，若给定 
X 的任意两个元素 X ， y ， 存在一个同胚映射技 G 使得 g (: c )= y . 谈到齐 性空间 我们指的是局 
部紧豪斯多夫空间和 X 上同胚映射的传递群 G . 齐性空间的例 子有： （1) 直线 R 与平 移群； 
(2) 空间 R " 与平 移群； （3) 空间 R " 与刚体运动群，即随平移的旋转； （4) 直线 R 与所有线性函 
数群 g U )= a x +6, a >0. 若 G 是 X 上的同胚映射群，我们常 常将尽 Gc ) 写为 g 而将只 [£] 写 
为 gE . 

齐性空间上的贝尔或博雷尔测度 P 称为不变测度，若对于每个可测集 E 与每个 g 6 G ， 
户(尽1：)=^(£)成立.本章我们遵从第 I 3 章的用法，要求 X 上的博雷尔测度为紧集上的有限测 
度气我们想知道在何种条件下一个齐性空间（ X ， C -) 有不恒为零的不变贝尔或博雷尔测度. 

并非每个局部紧空间上的同胚映射的传递群具有非零不变测度.若我们取 R 上的群 G 由 
所有线性函数尽0)=肛+6(其中 a 〉0) 组成，那么任何两个区间 [ cr , 辦与 [ y , 幻区间在 G 下同 
余.因此一个不变测度必须对 [0, 2), [0, 1), 与[1， 2) 给出相同的测度.但第一个区间是其 
余两个不相交的区间的并集，因而 〆 [0, 2))=2^([0, 2)). 因此 〆 [0, 2)) = 0, 这是由于 
[0, 2) C [0, 2], 而后者是紧的.因此，所有区间测度为零，这就得到 〆 R )=0. 

为何 G 不具有不变测度就相当清 楚了： 一个开集，例如 （0, 1)，在 G 下有“任意大”的平 
移.我们需要 G 上的条件以防止这种情况出现，而一个方便的条件是要求 G 具有拓扑等度连 
续性.我们在下一节较为详细地讨论这个概念. 

1. 令 X 为在同胚映射群 G 下的齐性空间.证明若 X 上的不变贝尔或博雷尔测度^对于某个紧 
集有正值，那么对于每个开集0, ^ ( O )>0. 

2. 令( X ， G ) 为齐性空间. 

a . 若是贝尔测度满足只要 K 是一个紧 G , 就有 t ；(^) = 1 )(/ 0 ,则《是不变的，即， 
w ( g £：) = i ；( E ) 对于任意贝尔集 E 成立. 

b . 若 w 是内正则博雷尔测度或拟正则博雷尔测度，则对于每个紧集 若汍瓦 K ) = t /0 O , 
r 是不变的. 

14.2 拓扑等度连续性 

本节我们讨论一个概念，这个概念称为拓扑等度连续性，它是等度连续性概念的推广.令 
7为从拓扑空间 X 到拓扑空间 Y 的连续映射族，且:^和^分别为 X •和 Y 中的点.我们称 y 为 


0在第12章和第15章的更一般的用法中， R" 上的 0 维豪斯多夫测度叫都是 R" 上的刚体运动群 G 的不变博雷尔测 
度.仅当 a =n 时它 in 满足在所有紧集上有限的准则. 
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在点: t 和: y 的拓扑等度连续，若给定任何包含 y 的开集0,存在: c 的邻域 U 和3/的邻域 V 使 
得对于每个/63"，只要 /[ U ] flV 非空，就有 /[ U ] C 0. 我们说; F 在点 z 拓扑等度连续，若 
对于每个: yeY 它在点 X 和 y 拓扑等度连续，我们说 y 拓扑等度连续，若它在每个点: cex 拓 
扑等度连续.若 y 是度量空间且函数族5在: C 等度连续，.则它在: C 点拓扑等度连续.以下命题 [3621 
表达了等度连续族的有用性质： 

1•命题令 y 为从 X 到 y 的映射族且在 X ex 拓扑等度连续，那么，给定 K 匚 0 CIY 满足 
K 紧和0开，存在一个: c 的邻域 u 使得只要 /e y 且 /[ u ] 与 k 相交，就有 /[ u ] 匚 o . 

证明对于每个存在 X 的邻域 L 7(. y ) 与: y 的邻域 V (>0 使得只要 /[ U (30] 与相 
交就有 /[ U ( y )] C ： a 用邻域 V (: y ) 中的有限个 V . 覆盖 K 且令，…， U , 为相应 : c 
的邻域. 令！ 7= 门卬， 那么若 /[ U ] 与 K 相交，则它必须与某个 V 0 相交. 由于 /[ u ] C /[ L /」， 

/ [ u ; ] 与^ 相交，因而 /[ u;]ca 因此 /[ u ] c /[ i/」ca B 

若取命题的开集 o 为与 K 不相交的闭集的补，则该命题有以下的 重述： 

2. 系设 F 和 K 为 y 的不相交子集满足 F 闭 K 紧.若7为从 X 到 y 的玦射族且在点 X 
拓扑等度连续，那么存在 x 的邻域 u 使得对于任意 / ey ，/[[/] 不与 f 和 k •都相交. 

我们现在转向当 G 是拓扑空间 X 到其自身的同胚映射的传递群的情形. 

3. 命题设 G 是拓扑空间 X 上的同胚映射的传递群.若 G 在某个点： C。 和: V。 拓朴等度连 
续，则 G 拓扑等度连续（在每个1和: y ). 

证明令 <： t ， 为 X 的任意点对.由于 G 是传递的，因而存在 G 的元素 g 和 h 使#； c == 
gx 0 . y = hy <i . 给定任何包含: y 的开集0，集合 [0] 是一个包含; y 0 _ 的开集.若 G 在 x 0 ，： y 0 
拓扑等度连续，则存在: t 。 的邻域 u 。 和: y 。 的邻域 V 。使得对于每个 / ec 只要 /[ U 。] 与 V 。相 
交，篛有 /[ f ^ cnO ]. 设 tr = g [ V 。^ V =/ i [ V 。], 那么 LT 和 V 分别是 工和: y 的邻域.假 
定对某个 / eG , /[ u ] 与 v 相交，即存在一个使得 /( M )= t ； ev . 那么 / r 1 ㈤ 6 v 。 ， _ 
互一 KuWLT 。， 因而 / r 1 这蕴涵 /[ U ] CO , 且我们已证明 G 在: C 和 y 的 

拓扑等度连续. 鼴 

我们将以下系的证明留给读者. 

4 . 系令 G ’ 为拓扑空间 X 上的同胚映射的传递群， P 是 X 的点.那么 G 拓扑等度连续当 
且仅当给定任何包含户的开集0,存在 p 的邻域 L 7 使得对于任意 /6 G 只要 /[[/] 与 U 相交， 

就有 / [U]CO. 

我们引入的拓扑等度连续的性质稍强于凯利和莫尔斯(见 [9], 234页）引人的均匀连续的 
性质.因此，拓扑等度连续性具有凯利和莫尔斯从均勻连续性导出的所有性质，包括阿斯科利 
定理的一般版本.在 y 足够紧的条件下均匀连续性、拓扑等度连续性、等度连续性这三个概念 
重合(参见[9]，定理 7. 23). 我们已经发现拓扑等度连续性比均勻连续性更便于使用，人们可 
给出均匀连续但不拓扑等度连续的映射族的例子，但不知道是否有一个同胚映射的传递群，它 
均匀连续且不拓扑等度连续. 

3. a . . 令7为从拓扑空间 X 到度量空间 （ Y , p ) 的映射族. 回忆; F 在: c 等度连续，若给定 e >0， ■ 
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存在 X 的邻域1/使得对于所有 / ey 与所有 x ' et ；， p (/ U ), /( x ))< e . 证明若 J 在 X 
点等度连续，则7在 x 点拓扑等度连续. 
b . 假定 Y 是紧的.证明在 x 点拓扑等度连续蕴涵等度连续. 

4. 令 X 为度量空间且 G 是它的等距群.证明 G 等度连续因此拓扑等度连续. 

5. .从拓扑空间 X 到拓扑空间 Y 的映射族 J 说为（在 x 和 W 均匀连续，若给定任何包含^的开 
集 0, 存在 x 的邻域 u 和 j 的邻域 v 使得只要 /u)ev 就有 /[t7]C0. 

a. 证明拓扑等度连续蕴涵均匀连续. 

b . 给出一个从 R 到 R 的均匀连续但不是拓扑等度连续的映射族3•的例子. 

C . 令 y 为从 X 到 y 的映射族.假定:有一个邻域 W 使得 3"[ W ] 有紧闭包.那么3•在 : T 
均匀连续蕴涵 J 在 x 拓扑等度 连续. （用 Kelley [9]， 定理 6. 30和 7. 23.) 

6. 令 y 为从拓扑空间 x 到一致空间 y 的映射族.若 y 在： c 等度连续，则它在 x 拓扑等度连续. 
(参见 Kelley [9]， 232页 •） 

7. a. 令 G 为豪斯多夫空间 X 上的同胚映射的拓扑等度连续传递群.证明存在； f 的一致结构 V 

使得每个 gee 将 v 的每个元素映到其 自身； 即若 vev , 那么对于每个有 
gv >： < u , v >€ V }= V . (固定点 peX . 对于/»的每个邻域 U , 令％={<工， ： y >: 3 g € 
G 满足且 g ： yem . 那么 { V „} 是所要求的一致结构的基 .） 
b . 假定 X 的拓扑在 p 点有可数基.那么 X 可度量化使得 G 是等距群. 


14.3 不变测度的存在性 


令 G 为局部紧豪斯多夫空间 X 上的同胚映射的传递的拓扑等度连续群.本节的目标是说 
明在 G 作用下不变的非零博雷尔测度的存在性.谈到非零博雷尔测度，我们指的是在每个紧 
集上有限且在某些紧集上是正的博雷尔测度^若非零博雷尔测度是不变的，则对于每个开集 
O 有户0>0. 

若£是 X 的子集且忠是 G 的元素，我们称 gE = g [£] 为£的公平移.对于集合 F ， 若存 
在某个 & G 使得则称集合尸为£:的平移.我们有时将这称为£:与 F 同余(在 G 下). 
因此不变测度将同余集对赋予相同的值. 

固定一个点 peX 作为基点是方 便的. 令 0 L 为开集簇 U 满足夕 eU 与0 紧. 由于 X 是局 
部紧，％是拓扑在点/»的基， U 中集合的平移形成的集簇构成 X 的拓扑基.令 H 为包含夕作 
为内点的紧集，因此 ffe %. 我们将用 H 归范化我们的构造使得 "H = l . 

' 若 E 是任意有界集且 F 是具有非空内部的任意集，我们总是能够用有限个 F 的平移覆盖 
E ( 这是由于我们能够用有限个的平移覆盖 £). 定义 E 的 F 覆盖数 [£: F ] 为用于覆盖 £： 的 
F 的平移的最小个数.因此 [£: _ F ] 是非负整数且当 E 关0时它是正的.这个覆盖数具有不变 
性质 

[ g £： F ] = [£： F ] = [ E ： gF ], 

若 ACIB ， 贝 l 」[ A : F ]<[ B ： F ], 若 A 是一个具有非空内部的有界集，则覆盖数 [£: A ] 和 
[ A : F ] 有定义，且我们有 - 
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[E ： F]<[E ： A].[A ： F]. 

这是因为我们能用 [ E : A] 个 A 的平移覆盖£且用 [ A : F] 个 F 的平移覆盖毎个 A 的平移.这 
就给出了覆盖 E 的 [£: A] • [A: F] 个 F 的平移. 

若固定 E ， 对％内的不同集合观察覆盖数 [£: U ], 我们发现当 U 变小时 [£: LG 变大.为 
控制这一点，我们考虑对于每个 I ；,规范化覆盖比为 

fu(£) = 

由于 

我们有 

$ u ( E ) < [E ; H]. 

因此对于固定的 E ， 数 $<;(£) 有界且与[/无关. 

对于一个固定的 L /， 集函数 fu 非负且不变， 

fuLg-ii] = fu[E]. 

它也是次加性的， 

$u(E U F) <f u (E) + 心 （ F). 

我们有 fu ( H ) = l , 且若 £ CF , 则匕 （£)< 心 （ JO . 

令/^和]^为不相交的紧集.由于 G 在/»拓扑等度连续，因而存在 Ue % 使得没有[/的_ 
平移与 Ki 和尺 2 都相交(系 4). 因此任何由 L 7 的平移构成的的覆盖必须是不相交的|^ 

和尺 2 的覆盖的并集.因此 

$u(K, U K 2 ) + 

这意味着，若当 U 变得越来越小时取极限，则该极限是不变集函数，其在紧集上是 
加性的.实现这一想法的一个方法是推广习题 10. 20中讨论过的巴拿赫极限的概念. 

令 s 为弘上 的所有有界实值函数构成的空间，我们记 fes 在 ueu 的值为那么 
若定义 

和 

则 S 成为一个线性空间. 

我们定义 H 的元素的为 

类似地， 

容易证明 


($+7)u = $u+ T/v 
(af)u = afu. 


lim$ = inf supfy. 

vau 

lim$ = sup inffv. 

ue 吡 vcv 

lim(f + tj ) ^ limf + lim^ 


且对于 
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lima| = a limf 


也有 

lim f =— lim (— ^). 

■ 若现在取 〆 我们看 到声是 次加性的与正齐次.根据哈恩-巴拿赫延拓定理 ， s 

的零子空间上的零泛函可延拓为定义在所有 S 上的线性泛函 Lim 满足 
Lim^ ^ lim$. 

我们有 

|367[ — Lim$ = Lim (— ^ lim (— f) =— lim 汔， 

这就得到 

limg ^ Limf < lim 芒. 

若从每个 U 起 f 是常数序列，即若^ = ^对于所有 VCU 成立，则相 
应地，若 f 最终为常数，则 • 

Limf = c, 

若对于某个 U 有 f v = y 对所有 VCIU 成立，我们说 f 和 7 是最终相等的这种情形下？一 
7 ] 最终为0，因而 

Lim^— Lim^ = Lim (芒一 ^) = 0, 

这就得到 _ 

Lim$ = Lim 々 . 

若对于所有 t /， ^ Tju , 则我们说若珍 0 ,则 11 ^> 0 .因此 
对于？> 0 ， Limf > 0 .. 

因此若$> 7 ,我们有 6 _ 7 > 0 ,因而 

Limf — Limiy = Lim(| — rj) ^ 0.- 

因此 ' 

对于 Limf^ Limiy. 

对于每个有界集 E ， 覆盖率匕(£)给出了 H 的一个元素.定义紧集上的函数 A 为 
A(K) = LimbOC). 

由于^(^ 0 = 6 ( 10 ,因而对于每个 g € G 我们有 

X(gK) =A(K). 

假定&和《： 2 为不相交的紧集，那么存在一个 U 属于 U ， 使得没有 1 /的平移与 1 ^和 1 <： 2 都相 
交’因而对于所有 VCU 

$v(K, U K z ) =fv(K,)+^(K 2 ) 

Lim^CK ： U K 2 )= Umi^iKO+^vCKt')) 

= Lim 〜 (/C!) + Limfv (jKj ) . 

A(Ki U K 2 ) = A(K,)+A(X 2 ) 


因此 

[3681 

相应地， 
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对任意两个不相交的紧集成立.对于规范化集 H 我们有 ft }( H ) = l ， 这就得到 A ( H ) = 1. 

若 E [ F , 则 (£) < f 0 ( F ), 因而 AE < AF . 

我们的结果可概括成以下 命题： 

S •命题令 G 为局部紧豪斯多夫空间X上的传递的拓扑等度连续的同胚群，令 H 为具有 
非空内部的紧集，那么存在一个定义在所有紧集上的实值函数 A， 使得 

ii . A ( K I l ) K 2 )= AK ,+ AK 2 若&门尺 2 = 0[. 

iii . AH = l . 

iv. 对于所有 geG, X ( gK )=\ K . 

集函数 A 是第 i 3. 3节意义下的内容.根据命题 13. 21，存在一个拟正则博雷尔测度 f 使得 
；；0= supU / C : KCI 0 ，K 紧 }• 

由于 A (以 C )= AK 对于所有 fC 成立，我们有; I ( gO )=； iO 对于所有开集成立.由于 f 是外正则 
的，对于所有可测集 E 有若我们定义 

匕£= SU p {；^ B : J 3(=£， B 是有界博雷尔集 }, 

如同在定理 13. 22的证明中一样，我们得到一个内正则博雷尔测度.显然，这个测度是不变 
的.对于集合根据命题 13. 21有 

^ AH = 1. 

由于芒和;:在 < r 有界集上一致， 

匕 ff = W . 

因此和&是非平凡博雷尔测度且因此在所有开集上为正.我们将这些结果概括成以下 定理： 

6 .定理 令 G 为局部紧豪斯多夫空间X上的传递.的拓扑等度连续的同胚群，那么存在一 
个拟正则博雷尔测度;;在 G 作用下不变，在紧集上有限，在每个开集上为正.也存在具有这.些|3691 
性质的内正则博雷尔测度& 

可以证明测度 f 和 &是惟 一的，但在一般的拓扑等度连续群框架下证明它超出了本书的范 
围.在 14. 6节我们将对几个重要情形建立惟一性. 

应该注意到我们仅有一个地方的推导用到了 G 的拓扑等度连续性，即给定不相交的紧集 
&和1<： 2 ,存在夕的邻域17,它的任何平移都不与民和尺 2 同时相交.这比拓扑等度连续稍 
弱，它等价于(在局部紧空间）说，给定紧集 K 和闭集 F 不相交，我们能找到一个[/使得没有 
U 的平移与 K 和 F 都相交.因此若 G 满足这个较弱条件我们仍可断言不变博雷尔测度的存在 
性.我不知道在这种更为一般的情形中不变测度是否惟一. 

E 涵 

8. 群 G 称为几乎传递若对于每个工集合君 eG } 在 X 稠密.证明若仅要求几乎传递则定 
理6仍然成立. 

9. 令"为齐性空间（ X ， G ) 上的不变测度，且/是 X 上的#可积函数，那么 
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^f(.gx)dfji(.x) = |^/Cx)dju(x). 


14.4 拓扑群 

令 G 为抽象群.我们通常将群的运算写为乘法，因此 x 和 j 的乘积记为 xj 且 x 的逆记为 
X- 1 .我们把单位元记为 e. 若 A 和 B 是 G 的子集，我们写 AB 来表示集合 U: 2 =巧， ^GA, 
且写 A— 1 表示集合 U: 2 = ^', ^6A>. 我们也将 U}A 简写为; cA 且将 A{^} 简写 

为 A：y. 

G 的一个拓扑3称为 G 的不变 拓扑，若乘法在每个因子是连续的(分离地）.若3是 G 上的 
_不变拓扑，则 G 可以用两种方式被认为是其自身上的同胚映 射群： 对于每个 geG, 令 Z, 为如 
下定义的 G 到 G 的映射 

l e (x) — gx. 

那么 L 是一对一映上并且是连续的，这是由于乘法对第二因子是连续的.它的逆映射 4-, 也是 
连续的.因此 L 是 G 到 G 的同胚映射.我们有 

V* = b ， 

且将 g 映射为 L 的映射 Z 是一个 G 到群 G L 的同胚映射，而群&是0到其自身的同胚映射群. 
由于 G 的不同元素给出了不同的同胚映射，因此 Z 是同构映射.群<3 1 :称为 G 的左平移群 .我 
们有时将 G L 等同于 G 并且说 G 通过左平移作用于 G. 由于^^(於- 1 )：)：，因此群&在6上是 
传递的. -. 

我们也可考虑映射 r s ， 其定义 Sr g (x)=xg. 这些映射仍然构成 G 到 G 的同胚映射的传 
递群.由于 


r g r k = ，知 ， . 

我们看到映射 r 是一个 G 到群0«映射的反同构.群0 )? 称为 G 到其自身的右平移群.在 G 为 
交换群的情形中， l g = r e KG R = G L . 

我们注意到 G 的不变拓扑由任意一点的邻域基确定，这一点非常重要.以下引理叙述了 
这一事实和相关的事实，其证明留给读者. 

7. 引理令 G 为群且 3 是 G 的拓扑，那么 3 是 G 的不变 拓扑， 当且仅当给定 3 在 e 的基 U， 

集簇 

{v：v = g u,ue nL) 和汕旦 = {v-.v = u g ,ue 

都是 3 在 g 的基. 

8. 引理令 ( G , 3) 和 （ H ， S ) 为具有不变拓扑的群，那么同态映射 p G — H 连续当且仅 
当它在 e 连续. 

对于 G 的拓扑3,若乘法是共同连续且逆是连续的，即映射 G， 是从 GXG 到 G 
_ 的连续映射且映射 x—x— 1 是从 G 到 G 的连续映射，我们称2为 G 的一个群拓扑.一个群拓扑 
是一个不变拓扑.谈到拓扑群意味着陚予 豪斯多 夫群拓扑的群 G. 3为群拓扑的两个条件可以 
组合成为单个条件，即从 GXG 到 G 的映射 <工，少—巧 h 是连续的. 

9. 引理 令 3 为对于 G 的群 拓扑且0 为包含 e 的开集，那么存在一个包含 e 的开集 LT 满足 




[7 =Lr 1 且 [/•[/• i / co . 

证明由于乘法在 e 共同连续，因而存在 e 的邻域\^和 w 2 使得 w 2 co . 集合 w = 

是开的且满足 wco . 用 w 代替 o 重复这一过程，存在一个包含 e 的开集 v 使 
得 V * V (= W . 那么 

V * V . V (= V . V . V.V 匚 W . WCO . 

由于 v ^ 1 是开的，因此集合 [^ vnv — 1 是满足所要求性质的开集. ■ 

接下来的两个命题叙述了拓扑群的有用性质.我们把证明留给读者. 

10. 命题_令 G 为拓扑群，那么存在 e 点的拓扑基 1 UL 满足 
L 给定 UGU , 3 VenL 满足 V . V 匚 U . 

11 . 若 •魏 ，则 U -^ U . 

iii . 若 U , VGU ， 则 UOVeu . 

iv . 若 UGU ， 且 g € G ， 则 

v . 若 t ^ LrenL , 则 3 veu 满足 mVclt 与 Vttcu . 

vi . f | U ={ e }. 

反过来，给定任何满足'条件 ( i ) 到 （ vi ) 的抽象群 G 的子集簇汕是 G 上的群拓扑在 e 的基. 

11. 引理令 G 为拓扑群且£是匚的任意子集，那么 

E = f | {[；.£} = f | { E - U }, 

U 6* U . [7€吡 

其中 nJL 是在 e 的邻域 的基. _ 

12. 引理令 G 为一个群且 L / 是包含 e 的集合，那么 

{ w.xve gUjU 与[/相交} = U . LT 1 • 17， 

且 

{ w . w ： e 心 ，[/g 与 I ；相交 } = U . LT 1 • U . 

证明我们注意到 gU 与 C ； 相交当且仅当存在属于 U 的〜和满足因此 { g : 
gt ； 与 U 相交 ISU . LT 1 , 因而 { w : wegU , £^与17相交}是[/.[；— 1 .17.类似地，第二个 
等式成立. ■ 

13. 命题令 ( G , 3) 为拓扑群，那么 G 上的左平移群是 G 上的一个传递的拓扑等度连续 
群的同胚映射群. G 的右平移群也如此. 

证明这是引理12和命题3的直接结果. ■ 

对于拓扑群 G 上的博雷尔测度 p ，若 / AgE ) = m E 对于每个 g ^ G 和每个博雷尔集£成立， 

则我们称它为左不变的.因此若"在左平移群不变则它是左不变的.类似地，博雷尔测度 u 称 
为右不变的， 若 v ( Eg )= vE , 即在右平移群不变.由于这些平移群的每一个是传递的且为拓 
扑等度连续，因此定理6给出下面 定理： 

14. 定理令 G 为局部紧拓扑群，那么存在一个内正则博雷尔测度芒和一个拟正则博雷尔 
测度; i ， 它们左不变且在开集上是正的.类似地，存在右不变测度它和孑，它们分别是内正则和 
拟正则的，且在开集上是正的. 

局部紧群的不变测度常常称为哈尔测度，若它左不变则称为左哈尔测度，若它右不变则称 
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为右哈尔测度.我们通常想要它满足一些正则性条件且允许它为完备的，为确定起见要求它内 
正则且完备.因此一个局部紧群 G 上的 左哈尔测度是 一个内正则左不变博雷尔测度的完备化， 
轉 对右哈尔测度也有类似的结论.在 14. 6节我们将证明在满足这些正则性的条件下，在相差一 
个常数因子的意义下，左哈尔测度和右哈尔测度是惟一的，虽然在非交换群上左哈尔测度一般 
不等于右哈尔测度. 

以下关于局部紧群的命题以后有用.习题 19 给出了关于如何证明该命题的提示. 

15. 命题令 G 为局部紧群，那么 G 有一个既开又闭的 j 紧子群 H . 

我们将发现以下命题和它的系在以后有用.我们将它们的证明留给读者. 

16. 命题令 G 为局部紧群，上具有紧支撑的连续实值函数.那么给定 e >0, 存在 
e 的邻域 [/ 使得对所有 u^：U 和所有 :c 6 G 有 | tpiux ) — < pix ) I <e 且 I q >( xu ) —^ p ( x ) \ < e . 

该命题实际上说的是一致连续. 

17. 系令 G 为局部紧群，//是 G 上的贝尔测度是一个具有紧支撑的连续函数，那么函数 
AU ) = 是连续的•若 p 在开集上是正的，则 AU ) > 0. 

10. 证明引理 7. 

11. 证明引理 8. 

12. 令 G 为具有拓扑3的群，证明3是群拓扑当且仅当映射〈: t , :是连续的. 

13. 证明命题 10. 

14. 证明引理 11. 

15. 令 G 为群且 U 是包含 e 的集簇， 那么 U 是 G 的群拓扑在 ^的 基当且仅当以下条件 满足： 
i . 给定 ueu , 3 veu 满足 vcza 

ii •若 ue nL ，3 ve u 满足 vcitr 1 . 

_ iii . 若 u ， veu , 3识巨％满足沢匚[7门兄 

iv . 若 t / enjL ， g € G , 3 ve 汕满足 VdgL / g - 1 . 

v . 若 M . eueu , 则 3 %满足 uvczu . 

这个拓扑是豪斯多夫的当且仅当 nu = W . 

16. 令 G 为局部紧拓扑群. 

a . 若 y 是左不变博雷尔测度且/ 是/ ^可积函数，贝 II 

= ! 。 /( 工 ) 知 ( 工） 

对于每个; ye <? 成立 • 

b . 若 p 是使得 ( a ) 的结论对于每个具有紧支撑的连续函数/成立的内正则博雷尔测度，则 
fJi 左不变 • 

C . 若 t ； 是右不变博雷尔测度且/关于可积，则 

J fCxy ) dv ( x ) — J f ( x ) dv ( x ). 
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17. 令#为一个左不变博雷尔测度且定义博雷尔澜度 r ； 为那么 t 是一个右不 
变测度. 

18. 令 G 是一个局部 紧群. ^ 

a . 将 x 映到 X - 1 的映射是一个 G 到 G 的博雷尔同构. 

b . 将 〈: c ， 映到 M 的映射是一个从 GXG 到 G 的博雷尔可测映射. 

. c . 将( X ， y > 映到 X ， 1 的映射是一个从 GXG 到 G 的博雷尔可测映射. 

19. 令 G 为拓扑群. 

a . 若 KCL 紧，则对于每个 gK 和 Kg 也是紧的. 

b . 若 K 紧，则 1 T 1 也紧 • 

c . 若&和1< 2 是0的紧子集，则和 KKr 1 也是紧的. 

d . 若用“有界”或有界”代替“紧”，则命题 a ， b ， c 仍成立 • 

e . 若0是开集且£是一个任意子集，则 OE 和£0是 开的. 

20. 证明命题 15. 

a . 证明拓扑群的开子群 H 是闭的. 

[提 示：〜 _ 

g^H 

b . 令 1；为 £ 的邻域满足 l / sLT 1 且 0 紧.设 . 17, C 7,= t 7, 那么 [/„ 是开的且 
U „ dU n+l . 

c . 令 H = UU „， 那么只是<^紧与开的. 

d . 证明 H 是一个子群. 

21. 证明命题 16. 

a . 令 K 为？的支撑.对于每个: ceK 存在一个 e 的邻域 K 使得对于 it ， veV It | 9 { ux )~ 

tpCvx ) I < e /2 且 I f ( xu )—^>( xv ) I < e /2. - -»p ，.: ，:, 

b . 对于每个 K 存在一 fe 的邻域 R 满足证明存在有限个:^，…，使得 . 

集合和集合 RJy ,} 覆盖 K . 

c . 集合可用于该命题 • 

22•证明系 17'. 

14.5 群作用与商空间 

令 G 为拓扑群且 X 为拓扑空间.谈到 G 在; f 上的左作用，我们指的是连续映射 p GX 
X ^ X , 它使得 

p(e»x) = x 
且 

(pigi<p{h,x)) = <p(gh ,x). 

我们经常将 9 ( g ， x ) 写作君 x , 有了这个记号？》的条件成为 
ex = x, 

g(hx) = (gh)x. 


和 
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我们有时将左作用说为作用并且说 G 作用于 X . —个作用称为开的，若对于 G 内的每个 
开集0和 每个; ceX ， O •: c 是 X 的开子集.因此一个作用 f 是开的当且仅当对于每个工6叉， 
定义为％ ( g )=^ t 的映射％: G — X 是开映射. 

G 在 X 的作用说为传递的，若对于每个: t 和 y 属于 X 存在满足7=^二若一个传递 
作用对于一个: teX ， ％是开映射，则它是开的.事实上，若存在一个使得对6在 6 点 
的某个拓扑基 U 内的每17, &是开的，则它是开的.在开作用的情形下，我们说 G 开作用 
[3761 于 X . 

一个作用说为适当的，若对于每个: c 映射％是适当映射，即若对于每个紧集 KCX , 
fdK ] 是 G 的紧子集.在适当作用的情形中，我们说 G 适当地作用于 X . 以下命题有时是有 
用的，其证明留给 读者： 

18.命题若一个局部紧群 G 传递且适当地作用于局部紧空间，则该作用是开的. 

令 G 为拓扑群且 _ F 为 G 的一个闭子群.对于集合称为 F 的(左)陪集.注意到 
F 的两个陪集要么不相交要么相同.令 H 为 F 的所有陪集构成的集簇且令 p G — H 为将每个 
g 映射到陪集 gF 的映射.定义 H 的集合0为开的，若0内的陪集的并集是 G 的开集.这就 
定义了一个 H 的豪斯多夫拓扑，我们称之为商拓扑，映射炉是一个连续开映射并且是一个 G 
在 H 上的左作用.具有该拓扑的空间 H 称为 G 通过 F 的(左)商， 记为 G / F . 映射 f 称为 G 
到 G / F 上的自然投影.商 G / F 可赋予群结构使得当且仅当 f 是正规子群时 p 是一个同态 
映射. 

若 G 是局部紧，则 G / F 也是局部紧，且映射 p 是适当的当且仅当 F 是紧的. 

令4为拓扑群 G 在 X 上的传递作用，且令 H 为点的迷向子群，那么 H 是闭的，且 
存在一对一连续映射心 G / H - X 使得0=卜史.当且仅当0是开的映射0是同胚映射. 

由于已经定义了左作用，我们也定义右作用.一个从 GXX 到 X 的连续映射 9 称为一个 
右作用，若 

<pie,x) = x 

且 

f(gtf(h,x^} = f(.hg,x). 

—个右作用常常 写为 〆 g , x)=xg. 那么这些条件成为 
xe = x 

与 . 

[3771 ( xh)g = x ( hg ). 

拓扑群的右平移形成的集合给出了群 G 对其自身的右作用. 

令 G •为群运算*定义为: rq =3^ 的群 G ， 那么 G 和 G •反同构，且 G 的右作用是 G •的 
左作用.因此所有关于左作用的命题适用于右作用. 

23. 令 ？ 为0在 X 的传递作用，那么 P 是开作用当且仅当对于某个夕 6 X 和在 e 点的 G 的某个 
拓扑基 u 对于毎个 i / eu 我们有夕在 Arq ] 的内部. 
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24. 令 p 为 G 在 X 上的作用且夕 GX , G 在 p 的迷向子群定义为 H p = { g GG : gp = p }. 

a . 证明迷向子群事实上是子群且它是闭的. 

b . 令 E 为 G 的子集，那么 

< [ 外 [E]] = E • H p . 

c . 若 g 是 X 的另一点且 ？ =奸，则在 g 的迷向子群是 HfgCRV 1 . 

25. 证明命题 18. 

14.6 不变测度的惟一性 


本节的目标是要表明在许多重要情形下，在相差一个正常数因子的意义下，不变贝尔测度 
惟一存在.在 14. 1节的一般框架中给出惟一性结果会使我们离得太远，但我们将证明局部紧 
群上的左不变贝尔测度和右不变贝尔测度是惟一的，尽管它们可以互不相同.我们也处理适当 
地作用于局部紧空间的局部紧群的情形.在这些情形中我们可以导出满足给定的正则条件的不 
变博雷尔测度的惟一性. 

令与 t 为局部紧豪斯多夫空间 x 上的贝尔测度，对于每个 pec / x ) 满足 

1岣 = |户， 


那么 


/£ = vE 

对于所有有界贝尔集 E 成立.若 A 是局部紧空间 Y 上的贝尔测度，则 XXY 的所有贝尔子集 


关于乘积测度 pXA 可测.因此 cjxxy ) 内的每个函数？关于 xxy 可积.我们将主要关心 
GXG 的情形，其中 G 是局部 紧群. 若 y 和卢 $ C c ( G )， 则函数 AOc , 

C c ( GXG ) 且因此关于 pXA 可积. 

令 G 为紧群，且令//为: P 上的左不变哈尔测度，令 u 为 G 上的右不.变哈尔测度，我们要 
求 〆 ; = uG = l 以规范化它们.若？》是6上的任意连续实值函数，我们有 


J 95(x)d^(x) = | ip(.yx)dfji(.x) 

= I [1g 史 ( 押 )d〆:) ] 如 (: y) 
= L LLp (F ) 如 (》) ]d〆:) 
= 二 [J c f (: y ) dw( ： y) ]d"(x) 


这里我们用到了 // 的左不变性，并将富比尼定理运用于¥>(3^：)，且用到《的右不变性. 

由于 


= | 炉 d » 


对于每个函数 pGCCG ) 成立，我们有 p = t /. 因此每个规范化的左不变贝尔测度等于每个规范 


[3781 
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化的右不变贝尔测度.因此， G 上的任意两个规范化的左不变贝尔测度必须相等，两个右不变 
贝尔测度也如此.我们已经建立了下面 定理： 

19.定理令 G 为紧群，那么惟一存在左不变贝尔测度"满足 〆 ;=1,它也是满足 〆 ?=1 
的惟一的右不变贝尔测度. 

若紧空间的博雷尔测度是内正则的，则它是正则的且在紧 G , 上确定它的值.这给出下面 


的系: 


20.系令 G 为紧群，那么惟一存在左不变正则博雷尔测度//满足 〆 ;=1,它也是惟一的 
满足 " G = l 的正则右不变贝尔测度. 

在对紧群 G 证明惟一性的过程中， G 的紧性被用来保证 〆 jz ) 在 GXG 上的可积性.在局 
部紧情形下惟一性的证明更为微妙. 


令为 G 上非零的右不鸾贝尔测度，0是 C :( G ) 内的固定的非负函数.将0乘以一个适当 
的正常数，我们可以假定 

| 衿 ( f 1 ) ^$1 

定义 G 上的实值函数4 如下： ' 

4(x) = jV)(;y _1 x)dt;( ： y). (1) 

那么根据命题16 3 是连续的.由于 u 在每个开集上是正的且 〆 ， 4) 在 3 /的某个开集上是正的， 
因此函数4(工）是正的.我们注意到 4( e ) = = 1.令 r(：o = [ AU )]- 1 . 

令 p 为任意非零的左不变贝尔测度,将它乘上一个适当的正常数，可以假定^是规范的从而 
^ U ) d ^ x ) = 1.对于任意的 p e C c ( G ) 我们有 


= Jj^j9>(j ： )r(x)0(^ _1 x)dw(^) JdyuCo；) 
=J*[J^(:c)r(x)0( ： y _1 :i:)d"(x)]dT/( ： y ) ， 


这里我们用到了富比尼定理，它是适用的，因为连续函数(: c ) 〆 ， 1 ：^) 在 GXG 内有 
紧支撑.根据 P 的左不变性我们有 

^<pix)rix)(jjiy~ l x)Anix) = ^cpiyx^iyx^tjjix^Anix). 


因此根据富比尼定理 


^<pix)Anix)= J ')r(.yx)<p(.x)dfji(.x^ Jdt;(^) 

= (: yr)cb (: y)]p(:r)d//(:i :)， 


测度 u 的右不变性蕴涵着 
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^fiyxyri.yx'idvCy') ■,= ^q>(.y)r(y)dv(y'). 

因此 

J^(x)d ； u(;c)= jy(;y)r(3))dTi(;y) . |^i(x)d/z(x) 

= Jy(;y)r (: y )( M ; y ). 

这对于所有 9 ^(；( G ) 成立， 因而如 = rcb ， 即 p 关于 p 绝对连续，且它的拉东-尼科迪姆导数 
是 r . 由于 r 的定义与> 无关，因而任意两个规范的左不变贝尔测度必须相等.交换左和右 
(或运用该结果于群 cr ) 重复上面的证明，我们看到在相差一个常数因子的意义下任何两个右 
不变贝尔测度是相等的，因此有下面的 定理： 

21. 定理 任何两个局部紧群的左不变贝尔测度除相差一个常数因子外 相同. 类似地 ，任 
何两个局部紧群的右不变贝尔测度除相差一个常数因子外相同. 

根据正则性我们有下面 的系： 

22. 系任何两个局部紧群上的左不变内正则博雷尔测度除相差一个常数因子外是相同 
的，且类似的结论对右不变测度成立. 

我们也有拟正则左不变博雷尔测度的存在性与惟一性.然而，我们注意到，当 G 不是^紧 
的时候，内正则博雷尔测度与拟正则不变博雷尔测度一般不同.以下是一个典型例子. 

令 X 为集合 R 2 具有如下 拓扑： 一个集合是开的当且仅当它与 R 2 的每条水平直线的交是 
开的.于是 X 是 R 2 的水平直线的直接并集，每条水平直线具有通常的拓扑.因此 X 是局部 
紧.若我们定义加法为通常的 R 2 上的向量加法，则它成为一个交换群.集合 ECIX 是博雷尔 
集当且仅当它与每个直线的交是博雷尔集.它是 a 有界当且仅当它仅与可数条水平直线相交. 
由于 X 是一个交换群，所以左不变和右不变是等 同的. 定义在博雷尔集£上的内正则不变博 
雷尔测度^为 

/xE = ^) m (£ 门 LJ , 

其中 L 是水平线 { U , 且 m 是 R 上的勒贝格测度.若 E 与不可数的水平直线相 

交，则拟正则不变博雷尔测度；^定义为 

fjE — °° 

在其他地方定义为;^=芒£.；；和&的主要差别在于它们对于那些与不可数水平直线相交但与 
每条直线的交集是勒贝格测度为零的集合的处理.若£是这样的集合， % E = OS ^ E =~. 

(1) 定义的函数 A 称为 G 的模函数.初看起来 A 与0和 p 的选择无关.由于每个左不变博 
雷尔测度具有形式如 = crcb , 其中 r =4'. 我们看到不同的4的选择得到的 △ 仅相差一个常 
数因子.由于 4( e )= l , 所以它们必须给出相同的若运用右不变贝尔测度的惟一性，我们 
看到每个右不变的贝尔测度 t 必须具有形式加=仏如.由于 A ( e )= l ， 因此厶必须与 W 的选择 
无关.若办是属于 C t ( G ) 的另一个非负函数，则 

| 於 1 (3 rI ： c ) 如 (^) = ACx) • J" 办 (yOdxKy). 
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从这里可得出，若/是任意 I 可积函数，则 

我们用以下命题叙述关于4的 事实： 

23. 命题存在一个 G 上的满足 4 U ; y )=4( zM (: y ) 的正连续函数4使得每个左不变贝尔 
测度户与每个右不变测度 v 用如=以\如相联系， t •是某个正常数.若/是任何关于 I ；可积的 
函数，我们有 

i. ^f{y~ x x)Aviy) = 4(x)|/(y _1 )dw(y). 

ii . ^ f { xy ') Av { y ') — Zi ( i _1 )|/(3>) dT ；(3；). 

若 / 关于"可积，我们有 

iii. I f(,xy)dfx(.x) = /(x)d^(x). 

v/-^f(.yx~' l )Afj.ix') = 4(;y _1 )j/Cr _1 )dp(:c). 

+ 我们观察到当且仅当对所有 rGG ， AU )=1， G 上存在双边不变贝尔测度.具有这个性质 
的群称为是么模群.因此所有紧群和所有交换群是幺模的，所有可逆矩阵构成的群也是 
幺模的(见习题 33). 在习题32中我们给出了局部紧群的例子，其上的左不变铡度和右不变测 
度是不同的. 

不变测度的存在性和惟一性的交互作用有时可用来导出不变测度的附加性质.作为一个例 
子，我们建立以下命题： 

24. 命题 R " 上的勒贝格测度在 R " 上的刚体运动群是不变的. 

证明勒贝格测度平移不变，即在局部紧交换群了上不变.了为当我们取群运算为向量 
加法时 R " 形成的群.根据定理21，勒贝格测度是这个群上仅有的不变贝尔测度；即 R " 上的任 
何平移不变的贝尔测度必须是常数乘以勒贝格测度后所得到的测度. 

R " 上的刚体运动群是一个等距的传递群，因而等度连续.根据定理6,存在 R " 上的一个贝 
尔测度^其在刚体运动群下是不变的.由于"在平移群下不变，所以它必须是一个常数乘以 
勒贝格测度后所得到的测度.因此，勒贝格测度在所有刚体运动群下是不变的. ■ 

关于惟一性的研究以下命题是我们的 结论： 

25. 定理令 G 为传递且适当地作用于一个局部紧豪斯多夫空间 X 的局部紧群，那么 X 
上惟一存在在 G 作用下不变的贝尔测度. 

证明令/«为叉的点，我们取它做基点，令 A 为 G 上的左不变贝尔测度.令; r : G — X 为 
将 g 映射到 ff /^的 映射，那么 7 T 是一个适当映射. 

由于在紧集在适当映射下的逆像是紧的且一个 G , 在任何连续映射下的逆像是一个 G s , 因 
此只要£是0有界贝尔集，就是 a 有界贝尔集.由此我们可以定义一个 X 上的贝尔测 
度//如下： 


f £ = A (^[ E ]). 


■(2) 
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由于; T 1 LgE^gn- 1 [_E] 且 A 是左不变的，因此 "在 G 下不变. 

我们接着证明对于某个 G 上的左不变贝尔测度 A 每个X上的 G 不变贝尔测度"是由 （2) 给 
出的.令 

K = {^ 6 G：k(p) = p) = 7r _ '[/>]. |384| 

由于 r 是适当的，因此 K 是 G 的紧子群.令 t； 为 K 上的不变贝尔测度且腎是匕⑹内的函数， 

定义 

ip(g) = j K y(g 是） dw(A). 

对于我们有 

ipigh ) = I f(ghk')dv(k') 

= I <p(gk)dv(k) 


= </>(g). 

若 g 夕=工且 gi/> = x， 则 gi=gA， 这里 AeK. 因此 gp=gi 夕蕴涵〆尽 ）=p(gi). 
若只要我们设 〆 （x)=4(d， •则 f Oc) 是一 个不依 赖于那些满足的选 
择的良 定义. 不 难证明 supp 〆 是 ；r[ supp#]， 其 包含于 7 T[(SUPP ^) • K ]. 由于 两个紧集的乘 
积是紧的且 K 将紧 集映到 紧集，我们必须有 supp〆 为紧.对于每 个 pec ； (G) 定义 


■ K<p) =|^' (ar)d^(x) 

那么7是一个 C f (G) 上的正线性泛函，且惟一存在 G 上的贝尔测度 A 使得 
1(f) = | G pcU. 

对于 /eG 令 ？/ (g)=#/g)， 那么 

<l> f (g)= \ ^p f (gk)dv(k) 

= ^ fifgk ) dv ( k ) 

= '輪 g % 


从这里我们看到 
因此 


<!>} (x) = f Ifx). 

=(/ar)d^(x) 

=JV (x)d^(x) 

=1(f). 


[3851 


相应地， 
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|^(/g)dA(g) = jp(g)dA(g ) ， 

因而 a 是 g 上的左不变贝尔测度.若 〆 是 c t a ) 中的任意函数，令？》为如下定义的 G 上的 
函数： 


那么 


< p ( g ) = f ( gp ). 

Kcp) = \f ( x ) d ^( x ). 


这蕴涵着 


= aCtt-'Ce]). 

由于在相差一个常数因子的意义下， A 是惟一的，因此在相差一个常数因子的意义下，不 
变贝尔测度 /•< 必须也是惟一的. ■ 

26. 令 G 是局部紧群且炉， p 为属于 C “ G ) 的函数. 

a . 令 S 和丁为 GXG 到其自身的映射， S « x , y)) = {x, yx), T « x , y )) = U , x ， 1 〉. 
证明 S 和 T 是 GXG 到其自身的同胚映射. 

b . 函数 〆X )， 〆 #)和 〆 : c ， 1 ) 都是 GXG 上的连续函数 • 

c . 函数 〆 在 GXG 上具有紧支撑 • 根据 P 和0的支撑描述它的 支撑. 

27. 证明命题 23. [提 示： 为从⑴导出 （ ii ), 用定义为 /• 的/•代替 /. 为证明 
( Hi ) ,用4的可乘性写下 


用测度的右不变性 .] 

28. a. 证明定理 25 的证明中用到的函数 f 是 X 上的连续函数.[提 示： 首先证明函数 0 是一 


个 G 上的连续函数 .] 


b . 证明 7(^)=!^* ( x 3<^( z ) 蕴涵 / / E = A (7 r ~ 1 [ E ]). 


29. 证明一个群幺模当且仅当它关于左不变测度可积是关于右不变测度可积.[提 示： 这个条 
件蕴涵4有界 .] 

30. 令 G 为局部紧度量群，即其基本拓扑空间是局部紧度量空间.若 


p(g^ <gy^ = p(x,y) = p(xg,yg) 

对于所有工，： y ， gGG 成立，则我们称 G 的度量 p 为双边不变度量.证明若一个局部紧度 
量群 G 有双边不变度量，则它是幺模的.[提 示： G 上的等距群等度连续 .] 

31. 令 G 为 R 3 中所有适当旋转组成的群 S 0(3)， 或等价地，所有具有行列式等1的 3 X 3 正交 
矩阵. 


a . 令&表示以角度 f 绕正 z 轴的旋转， S s 表示以角度5绕正 y 轴的旋转.证明每个 06 G 
可表示为以下乘积 
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0 = R r SfR^, 

其中0<^^2兀， O ^0^7 t , 且少 <2 jc . 

b . 证明该表示是惟一的，除非0=0或 0=7 T ， 即除非0是关于 Z 轴的旋转或在^轴反射后 
关于 Z 轴的旋转. 

C . 令 H 为关于2轴的旋转子群.证明 X = G / H 到 R 3 的单位球面是自然同胚的，它将群元 
素映为球坐标为(1，史)的点. 

d . 用几何意义描述 G 在 X 的作用并导出 X 上的 G 不变测度是由下式给出的球面 面积： _ 

= J sin^dffdp. 

e . 用定理 25 证明 G 上的不变测度 A 由 

AE = | sin 6 dddfd _ 

给出. 


14.7 群的微分同胚 


本节我们考虑当 X 是微分流形且 G 是微分同胚的传递群的情形时不变测度的存在性和性 
质.若 G 自身有可微流形结构使得映射 Or , 和 x — 是 GXG 和 G 上的可微映射，我 

们说 G 是一个 李群. 李群的例子由 《 Xn 实或复可逆矩阵的满足某些代数条件的那些子群 给出： 
例如， 所有 可逆矩 阵群， 行列式等1的矩 阵群， 正交矩 阵群， 等等. 

历史上，1897年 A . Hurwit z [19] 首先对于李群引人不变积分.任意局部紧可分度量群上 
的不变测度的存在性首先由 A . Haa r [18] 于1933年给出， A . Weil [27]1940 年把它推广到一般 
局部紧群. 14. 3节给出的对不变测度的处理是在 S . Banach ([13], 附录 E ) 对可分度量空间优 
... 美处理的激励下做出的. ... 

虽然胡尔维茨的方法仅适用于微分同胚群的情形，但它是最简单的方法且有对不变测度导 
出明确的公式的优点. 

令 X 为可微碑形且 p 是 X 上的贝尔测度.若对于每个具有可微坐标为而 ，…， 的坐标 
图 U 存在正连续函数使得对于毎个可测的 ECU 有 

f £ = |^ u ( j ：) dj ： idrz ,,, dj ： n , (3) 

我们说#是可 微测度 或光滑测度.其中用 如…屯 表示 n 维勒贝格测度.若(/与具有坐标为 
%，…，％的坐标图 v 重叠，则在 t / nv 中必须有 

| -|^ | = ^u(x) 

其中写 

荖 = det fi} 

这里常常称赋予坐标图的函数钚+为一个体积元. 

现在假定 G 是 X 上的微分同胚传递群.令 U 和 V 为满足对于某个 g . 6 G , g [ U]CV 的坐 
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标邻域.为使我们的体积形式给出集合 ECU 上的一个不变测度，必须有 


0v(gx) 




⑷ 


若固定 U 中的基点 P 且将其乘上一个适当的常数使得中 (/»): 
何不变体积形式必须如下给出 


$v(g) = Ov(gp) 


3g - 
dx 


则为使 (4) 成立在 •的任 


(5) 


这表明若不变体积形式存在，则它是惟一的.公式 (5) 可用于定义一个不变体积形式在 g 点的 
值，假定不管用哪个满足奸= 9 的 geG ， 我们都得到同一个队( ? )的值.因此我们得到恥 (?） 
的良定义的值当且仅当 


斟 


( 6 ) 


对于任何两个满足 9 =^»且9=^/»的元素 A 6 G 成立.但 g 和/ 1 将户映射到相同的点当且 
仅当即若 Pg — 是 f 的迷向子群的一个元素.根据链式法则 

1.^1=i^r'iiii 

| dx I I dx I I dx I 

因此⑹对于所有满足 g p=hp 的 g，h 成立当且仅当对于所有满足知=多的 kec , | dk/dx\ = 
1. 这给出以下 定理： 

26. 定理令 G 为可微流形 X 上的微分同胚的传递群且 /> ex , 那么存在一个在 G 下不变 
的可微测度当且仅当在 P 点 

. 旧 =1 

对于每个满足々/> = />的元素 A 6 G 成立. 在这种情形下，除去一个常数因子外该测度惟一，且 
它由 （5) 给出. 

为看到其实际上如何实现，我们取 X 为右半平面{〈斯， x 2 > eR z ： A >0} 且取 G ' 为形如 


的矩阵群，其中《>0,且 P 如下给出: 




那么 G 是简单传 递的； 即给定 X 和 j 存在惟一的 g 使得令/>=〈1, 0〉且取体积形式为 
dxi Axz •若 


gx 


If = det 

当打= > 我们有 〈 M , «> = <%，％ >. 因此 


to I：]' 
] =l 
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沓(: y ) = J -|^| = . 

且 X 上的不变测度为 

ftE = 

s 

32. 令 G 为形如 

[::] 

的 2 X 2 矩阵群，其中《>0且 G 具有将 G 考虑为右半 M ， T ； 平面的拓扑. 

a . 通过设 gx = «： c + t / 令 G 可微地作用于 R 1 . G 在 x = l 的迷向群是什么？用定理26导出 
在 G 的这个作用下不存在 R 1 上的不变可微测度. 

b . 证明 G 上的左不变测度为 

/ jE = | m _1 AuAv . 

c . 证明 G 上的右不变测度为 

/ttE = | u -2 dwcb . 

d . G 上的模函数△是 什么？ 

33. 令 G 为所有可逆实矩阵[>, 5 ]群.证明 G 是幺模的且它的不变测度为 

^tE = J e I det [>] | _ " da ; I 1 d : c 12 ... dx „„. 

34 . 令 G 为 X 到其自身的微分同胚群且 H 为 G 在点/>的迷向子群. 

a . 证明映射 | dh/dx I # 是从 H 到正实数的同态. 

b . 证明若这个同态有界，则对所有 I dh/dx | =1. 

c . 若迷向子群 H 在 p 是紧的，则存在在 G 下的不变微分度量. 

35. 给出一个 R 2 上的不拓扑等度连续但具有非零不变可微度量的微分同胚的传递群的例子. . 



第 15 章测度空间的映射 

15.1 点映射与集映射 

令 X 和 Y 为任意两个空间，是将 X 映人 Y 的映射.与？>相伴随的是从与 Y 相伴随的对 
象到与 X 相伴随的相应对象的几个映射.例如，定义为的集映射少是从 Y 的 
子集到 X 的子 集的 映射.该 映射保 持并、交 和补，它称为由 诱导或伴 随的集映射，我们将 
称为点映射. 若( X ， a > 和 〈7, B > 是可测空间，则 对于从 X 到 Y 的点 映射 p 若对于每个£6 
«有？> _1 [£]6(1成立，我们称它为可 测的. 因此 P 是可测的当且仅当少 将 B 映人 d . 

若/是〈 X ， a 〉 上的实值函数，则/是将 A ■映人 r 的映射，且/关于 a 可测当且仅当/是 
将〈 X ， （ i > 映人 < R ， B > 的可测映射，其中 S 是博雷尔集的 C 7 代数.一个实变量的实值函数是勒 
贝格可测的当且仅当它是将 〈 R ，3 Tl > 映人 < R ， S > 的可测映射，其中 3 R 是勒贝格可测 集类； 它 
是博雷尔可测的当且仅当它是 < R , 映人 < R ， 的可测映射. 

与相伴随的是从 y 上的实值函数空间到 X ■上的实值函数空间的映射< (/)=/ 。户这 
个映 射？/ 常常称为¥>的伴随映射，且它保持和、积、最大值，等等.若？>是可测的，则 〆 将 
可测函数映人可测函数. 

令 a 为 X 的子集的代数且 B 为 Y 的子集的 代数. 那么使得 = 〜扒 E ) 及 

少 ( AUB )=$( A ) U 少 CB ) 的 S 到 ( i 的映射$称为一个（格）同态映射.若 a 和 B 是代 数且® 具 
有性质 

0。） =[) 贱)， 

,=1 * =1 、 
那么步称为一个同态映射.每个由 X 到 Y 的点映射诱导的集映射是 c ； 同态映射.但我们有 
不是由任何点映射诱导的 a 同态映射（习题 2). 

令〈 X ， a > 和 < y ， 是可测空间且$是从; B 到 Ct 的 c 同态映射，那么伞诱导了从 
( X , a 〉 上的测度到 〈 Y ， ⑴上的测度的映射$•，若我们定义①>为（企 >)( E ) = 〆 $(£)). 
以下命题可认为是换元公式. 

1 •命题令史 为测度空间到可測空间 〈 Y , : B > 的可测点映射，令中为被诱导的 
^到(1的集映射.那么对于每个 Y 上的非负可測函数/,我们有 

J y / d ^>= J x (/o f ) d ^. 

证明若/是特征函数，该命题显然成立.从这里可以得出若/是简单函数，该命题显然成 
立.由于 j / 是所有小于/的非负简单函数积分的上确界，所以命题成立. ■ 

■ 

1. 令 S 为 Y 的包含 Y 、 0及每个仅由单个元素组成的集{^}的子集族，那么每个 B 到 X 的子集 
的映射少，其保持有限交、任意并且步 00= X 且步（0) = 0，是由点映射诱导的映射.[集 
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合 E , = $({ y }) 不相交且它们的并集为兄对属于尽的 x 令 〆 x )=; y .] 

2 . 令 x = y =[ 0 , 1 〕,且令 a 是 [ 0 , 1 ] 的或者是可数集或者是可数集的补集的所有子集组成的集 

簇，那么 a 是 <7代数.令3 = {7, 0}. 对于 iJea ， 若£为可数集定义$(£) = 0， 若 E 为 [3931 
可数集的补集定义步 (£)= Y ， 那么步不是由任何 Y 到 X 的点映射诱导出来的同态映射. 

3. 证明伴随映射 〆 可被延拓为将 Y 上的扩充的实值函数映射到 X 上的扩充的实值函数空间. 

将命题1推广到这种情形. 

4 . 令〈 X ，⑴， 2 >和 〈 Z , e > 是测度空间且 p X — Y 和是可测映射.证明 0 。炉 
是 a , a > m < z , e > 的可测映射.这与若/是勒贝格可测且 g 为博雷尔可测实值函数，则尽 
。/勒贝格可测但/。&不必勒贝格可测这一事实有何关系？ 

5. 证明吖 " 是一个测度. 

6 . a . 令 p 为〈 X , a , ^} SJ < Y , W 的可测点映射，步是2映人 e 的被诱导的集映射.假设 

少 > 关于 ® 绝对连续且 n 是有限(或 有限)测度.定义[如/如]为步> 关于。的拉东-尼 
柯迪姆导数，那么对于每个 Y 上的非负可测函数/我们有 

l x ( f °^= j y /[ t ] dv - 

b. 令/为[ 0 , 1 ] 上的非负可测函数， g 是 [ 0 , 1 ] 上的单调绝对连续函数满足 g ( 0 )= 0 , 
g ⑴= 1 ,那么 

it)At = j 。/ ⑴ df . 

7. a. 令 a ， a > K 3( y , 为可测空间，边是从 s 到 apa 同态映射.证明存在 y 上的可测实值 

函数到 X 上的可测实值函数的惟一线性映射了 4 /其将非负函数映人非负函数，使得对特 
征函数 h 我们有 

T$(Xe) = X*(E). 

b. 令 p 为〈 X ， a > 上的测度，/是 Y 上的非负可测函数，那么 

15.2 布尔0•代数 

一个布尔代数是 一个元素集，其上定义了两个二元运算“ V ”与 “ A ” 以及单元运算这 
些运算满足以下规则： _ 

i. AVA=A. 
i'.AhA=A. 

ii. AVB = BVA. • ’ 

u.AhB=BhA. 

iii. ( AVB ) VC = AV ( BVC ). . 

iu. (AAB) AC = AA ( BAC ). 

iv. AV ( BAC ) = ( AVB ) A ( AVC ). 
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iv . AA ( BVC ) = ( AAB ) V ( AAC ). 

V . ( AAB ) / = A / VB , . 

vi . { A ' Y = A . 

vii . 3 0使得八八0 = 0且欠乂0=九 

viii . A ’ AA =0. 

布尔代数的一个例子是某个集合 X 的子集的代数 a , 其中 V , A / 解释为 U ， H , 〜.我们有 
时称 V ， A ,' 为“并”，“交”与“补”. 

一个布尔代数 ft 成为偏序，若我们定义为 AAB = A . 那么0是最小元，而 X =( /是 
最大元.此夕卜， AVB 是 a 内的比 A 和 B 都大的最小元. 

一个布尔代数 a 称为布尔 a 代数，若对于每个 a 的元素的序列 < A n > 存在一个最小元素 B 使 

得对于所有; Z 成立.这个元素 B 记为在一个布尔代数中，元素 C =(^4 /y 

n=Sl n=l 

是使得 C < A „ 对于所有 n 成立的最大元素，写作 C = Aa „. 布尔 <;代数的一个例子是集合 X 
的子集的^代数.另一个例 子是： 令〈 X ， a ， 4为测 i 空间且31是零测度集族. （ J 中的两个集 
合称为模91等价，若它们的对称差属于 91. 等价集的有限或可数并集与交集等价，因而等价集 
类构成一个布尔 代数.我们将它记为 tt /31. 

每个布尔代数同构于适当空间 X 的子集的代数，但并非每个布尔 a 代数同构于某个空间的 
子集的代数.我们遇到的最多的情形是最后一个例子，这里布尔代数是 ( J /91. 事实上，我 
们需要的91的仅有的性质是⑴若且 Be a , 其中则 B 631; (幻若焱„631，贝11 

Va „6 3 i . 具有这些性质的布尔代数 a 的子集称为 <7理想，且我们可以定义 a 模91的等价类 
的布尔代数 Ct / JR . 

■个由集合 X ， x 的子集的。代数 a 以及 a 的<7理想31组成的三元组( X , ( X ， 31) 称为具有 
零集的可测空间. 那么 CI /91 给了我们一个典型的布尔 代数.对于形如 ( J /91 的布尔 代数， 
区别点 ( X 的元素）、集合 ( a 的元素)和 a /31 的元素(模零集的集合)特别重要. 

对于两个布尔 < T 代数之间的映射$: a - B , ^^( A / )=^( A ) , , $( A 1 VA 2 )=$( A ,) V 

步 ( a 2 ), 且少 （ \/人）= V 步 ( a ,)， 我们称它为 (T 同态.因此存在从 a 到 a /91 的自然同态， 
它是通过将步 ( A ) 作为 a /31 中包含 a 的等价类来定义的. 

令 ( X , a ， 31) 为具有零集的可测空间且/，尽为 X 上的两个可测函数.我们说/=贫几乎 
处处[91]，若存在一个集合 iV 6 3 l 使得只要有 x 这 N 就有 / U )= g ( x ). 在文中许多地方不区 
别几乎处处相等的函数，这导致我们考虑模相等几乎处处成立的 X 上的实值可测函数组成的 
空间 MOO . 我们常常遵从早期的不正式的实际做法，即谈到一个函数/属于 M (； Q 我们指的 
是/所属的等价类 [/]. 我们将模相等几乎处处成立的扩充的实值函数空间记为( X ). 

若/和 g 是两个几乎处处相等的可溷函数，则集合 U : /( x )< a } 和 U : g ( x )< a } 仅相差 
—个集合 N 6 31. 因此 M * ( X )的每个元素 [/] 通过对于某个属于 [/] 的/令瓦为包含 
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U ： /(工)<«}的等价类确定了布尔<7代数 a/ 沉的元素族 {B a: «eR). 我们称 a/91 的元素的族 
{瓦}为函数/的体 ( SO ma) e . —个函数的体满足 

i. 对于 a</3, 

ii. 只要 cri</3 且 /?=limo：i，B^= V B a .. 

任何以 R 为序且满足 (i) 和 (ii) 的布尔 <; 代数的元素簇 {BJ 称为一个抽象体.以下命题说的是布國 
尔 <7 代数 a/9l 的每个体是 AT (X)的某个元素的体. 

2 •命题 令（ X , a , 91) 为具有零集的测度代数且 { BJ 是 a /3 l 的体，那么惟一存在 
M* (X) 的元素 [/] 使得 {B.} 是 [/] 的体.元素 [/] 为实值，即它属于 M(X)， 当且仅当 

$. 乂 B n = X 及八 B„ = 0. 

证明体是{氏}的函数/的存在性由命题 11.10 得到. 为建立惟一性，令 g 为任意可测函 
数，其体是 丄 那么对于每个满足《<芦的有理数对 〈 a ， /?>集合 

{x ： g(.x) < a < /?< fix)} = {x-.gix) < a} ~ {x ： /(x) <j9}, 

因而必须也属于 91. 因此集合 

{x-.gix) < fix)) = (J {x ： g(.x) < a < fix)} 

<o,^> 

必须属于 91. 类似地，集合 U: 裒 (x)>/(x)} 必须属于91，因而/==茗几乎处处成立. ■ 

以下命题是有用 的系： 

3. 命题（西科尔斯基）令〈X， a, 沉>为具有零集的可测空间，且令$为[0，1〕的博雷尔 
集族! B 到 <7代数 a /沉 的同态， 满足少 ([0, 1]) = X, 那么存在从X到[0, 1] 的可测映射使得 
对于每个 Be® 有 f—TB] 属于等 价类少 (B). .若0是具有这个性质的任意其他点映射，则产史 
在除91的子集外成立. 

证明令 AV=^([0, a ])， 那么 {A。} 是属于 ft/3l 的体，因而存在一个函数其 
体是 {A 丄由于 A D =0 且对于 《>1 有 A a = X， 因而 0< P <1， 且 f 将X映入[0, 1]. 令护： 

S—a/3l 为定义为少同态，那么 

■\ P ([0， a )) = A a = $([0, a )). 

因此少和$在半开区间上一致.由于它们是同态，因而它们在代数上一致.因此对于所有 
博雷尔集有壶=史. ■ _ 

■ 

8. 证明在一个布尔(7代数中有 

B 八 （ & A„) = & (B A AJ. 

n=l n=1 

9 . 令 a 为布尔 <T 代数且 31 是布尔理想.证明若 AABeSJl， 则 A'Wegi, 且若 （A n AB„)e 
91，则我们有 

© 该词来源于希腊语，是指“体” （body). 而在0&如1^0(107[17]中，称{艮}为“体尺度”( 50 1^3(：山），称每个艮为 
“体” （soma). 
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(V a„)a(\/ B„)e 31. 

10. 令 a 和2为布尔 <7 代数 且啻： a — S 为 <7 同态.令 3 l ={ N € a : 0( N )= O }, 那么31是 G 的一 
个 ( T 理想. 

15.3 测度代数 

谈到测度代数，我们指的是布尔 <7代数 a 与定义在其上的非负实值函数"使得# ( A )=0 
当且仅当 A =0 且 

〆 V 人.） = 

i = 1 £= 1 

若 对于洋 i , AAA ,=0, 我们称"是 Ct 上的测度. 若( X ’ ® ，沁是一个有限测度空间，31是 
零测度集簇，且将 A 考虑为布尔<7代数 = 上的测度，即若我们无法区分相差一个零测度 
集的®集合，则得到一个测度代数. 

'在布尔代数中我们定义两个元素的对称差 AAB 为 AAB = (A ABO V ( A f ^ B ). 若定义 
p ( A , B )=" ( AAB ), 则一个测度代数成为一个度量空间.这个度量空间总是完备的，且映射 
A — A ', < A ， AVB 和 〈 A , 是连续的.一个测度代数称为可分的，若它作为一 

个度量空间是可分的. 

对于从测度代数 < Ct ， p 〉 到测度代数 〈 S , W 的 映射扎 若中 ( A ] = [$( A )]'，$( A , VA 2 ) = 

步 ( A !) V 中 ( A 2 ) 及 〆 A ) = t ；($( A ))， 则我们称它为同构 映入. 若少是映上的则称它为同构•若 
测度代数作为一个度量空间来考虑，則一个同构是保持补和有限并的等距.这就得到一个同构 
也保持可数并与交(见习题 10). 

测度代数 CI 的一个元素 A 关0称为一个原子，若仅发生在且 B =0 的情形.令 
9 K 为[0, 1] 的可测子集类，91为零測度子集类，而 m 为勒贝格测度，那么<311/31，是一个 

无原子的可分测度代数.以下定理断言，除同构外，这样的测度代数仅有一个. . . 

4. 定理(卡拉泰奥多里）令 〈 d ， 户> 为可分测度代数满足 "（ X ) = l , 那么存在 <(2,沁到 
由 [0, 1] 上的勒贝格测度 m 诱导 的奥 度代数 〈沭/91， ；》〉的同构黾当且仅当 Ct 无原子时同构 
少是映上的. 

证明 由于 < a ， 沁 可分，存在稠密于 ct 的元 素序列 C 4„>. 令0„ 为布尔 代数， 它由取集合 
A ,, A „ 的所 有交集的并集与它们的补集得到， 并令 aoo = Cj ( i „， 那么 cu 仍然是 一个布 

n=l 

尔代数.这是因为，给定任意属于 CU 的 A 和 B ， 它们分别属于 a ■和 a „. 但若; 《<7 Z ， 则有 
a „ ca „, 因而 A ', AVB 和 AAB 全都包含于 a „ caco . 

我们将通过归纳定义映人所有[0, 1] 的半开子区间的有限并集的代数的映射氣代数 
负由 4个集合0, A !， A ;， X 构成，且 〆 =0=1.令 

^(A]> = = [juA! ， 1) ，中 (0) = 0,$(X) = [0,1). 

那么卓保持并、交、补与 测度. 假设现在已经在上定义了$使得它将映上由半开区间 
[0, ^), [ x 1( x 2 ), - A , [^, 1) 生成的代数且伞是测度保持以及保持并和补的测度.我们想将 
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映射 ® 延拓到 a „. 令 B 。， …，氏为属于的集合，它们被映上区间[6, U , 1), 

那么氐-,由集合払， …， 払的所有有限并集组成且 & 由集合八> AB 。， … ， A„AB k , KhB,, 

4八的所有有限并集组成.对那弯交集为0的集合设伞等于 0. 对那些交集非零的集合令 

0(A„ xfkj/x(A„ AS0R ABj)=lxj+fi(.A„ ABj), x j+1 ). 

由于 

fiiA, A Bj) +fi(A',A Bj) ^ fiCBj) = x j+ i —x,, 

我们看到这些是适当定义的区间，步是测度保持，且 

巾 ( A „ A Bj ) U A = 巾 (马) • 

从中得出我们能延拓中到所 有見 使得它保持并、补与测度. 

为此我们已经通过归纳定义了从到 3 IC /31 的映射少使得它是测度保持.因此它是一个 
等距.由于 0 U 在 a 稠密且度量空间 STC /31 是完备的，因此能延拓少使之成为从 all 9 R /31 的 
等距. 

为看到少保持补，令£为任意属于 a 的元素且选取 A6a„ 使得〆 £AA)< e . 那么 Ye 
aooJ.//CE ， AA , )=^(EAA)<£. 由于 #是一个等距且尕 （A') = ~®(A), 我们有 ^(趴^八 
!^)<e 与 △步 (A))< e . 因此对于所有 e>0, m(® (^) A J(E))< 

2e. 因此少 (0〜$(E) 属于代数 9R/31. 类似的讨论表明 
少 (£ V F) = $(£) U ^(F). 

由于否是一个等距，因此它是一对一映 人的. 为确定伞的值域，令 E 为用以定义代数0_上的 
映射$的那些区间的端点集.那么$将(1„映上端点属于£:的半开区间的有限并集的代数.假 
定£不是所有的 [0, 1]，且令 J 为其构成的[0, 1) 〜 E 的开区间之一，即一个包含于〜 E 其端 
点落在 E 的区间.由于 I 的端点落在£, I 是 $[ CU ] 内区间的极限，因而 落在伞 [ a ]. 令 
A 6 a 使得少 [ A ] = J ， 且令 B 为 a 的元素满足 S < A , 那么伞 DB ] 匚 J . 由于 B 可辣 CU 的元素逼 
近，因此中 ( B ) 可被的元素逼近.而后面的这些集合或者包含 I 或者与 J 不相交.因此 
步 ( B ) = J 或伞 ( B ) = 0, 且由于伞是一对一的，我们有或 B = 0, 因此 A 是一个原子. 

这样我们就证明了若 a 无原子，则1 = [0, 1]. 但若 £-=[0, 1], 则每个半开区间属于 
$[ a ], 因此步 [ a ] 包含每个博雷尔集.由于0)， 1] 上的每个可测子集是博雷尔集和一个零测度 
集的并集，在这种情形下我们有少 [ a ]=5 R /3 l . ■ 

该定理说的是，若〈 X ， ®， 沁是一个无原子的可分测度空间且满足户 （ X ) = l , 则相应的 
测度代数同构于由[0, 1] 上的勒贝格测度诱导的测度代数.它未曾断言[0, 1] 与 X 间的点映 
射的存在性，甚至2到[0, 1] 的可测集的集映射的存在性，而是仅断言 S 的模零集的集合与模 
零测度集的可测集的对应.因此若有一个集合 B 6®， 我们不能将它赋予一个可测集而是仅能 
赋予一个 [0, 1] 的可测集的等价类.下一节我们将建立断言由给定的测度代数的映射诱导的点 
映射的存在性的准则. 

麵 

11. a. 令 < a ， 户>为测度代数且 < A „> 是元素序列使得对于 A „ AA m = 0. 那么 = 
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lim V A„. (这里 lim 意味着在由 v 定义的度量空间的极限 .） 

oo k 

b. 令 〈ft, _为测度代数且 <AJ 为元素属于 ft 的任何序列,那么 V A„ = limVA„. 

n=l k-^oo 

c . 证明若 $ 是测度代数 < Ct , 到测度代数份的同构映射，贝 (I 

V A 0 = V ^ (A »> - 

»=1 n=l 

即壶是同态映射. 

12. 证明作为一个度量空间的测度代数完备.[若 〈A„> 是柯西序列，可以假设对于 m ， n>N 

有〆九 z^UC 2 -' 于是，若我 们有〆 A„AB„)< 2 —" +1 . 现在 
limB„ = limA„. ] 

13. 证明在一个测度代数中运算、 A 和 V 是连续的. 

14. 证明一个测度代数（如同我们已经定义的满足 〆 ; 0< o °) 仅可能有可数个原子.因此任何 
完备可分测度代数或者同构于区间（具有勒贝格测度），或者同构于由可数个原子组成的测 
度空间（离散测度空间），或者同构于前两个空间的并集. 

15. 讨论测度代数，其中我们允许 p 为扩充的实值函数. 

15.4 博雷尔等价 

若〈 X ， （£> 和 〈 Y ， 是可测空间，我们或许会问在什么条件下它们等价.这里等价指的是 
存在 X 映上 Y 的一对一映射沪使得 p 和 fT 1 是可测的，即对于每个和对于每 
个一般说来这是一个困难的问题.本节我们将证明当 X 和 Y 是不可数 
完备可分度量空 间时， 这种等价性总是成立的. 

谈到度量空间 X 上的博雷尔集类我们指的是，如同通常的定义， X 上包含开集（或等侪 
地，包含闭集)的最小代数.令( X ， a ) fD ( y , s ) 为两个具有它们的博雷尔集族的度量空间. 
一个映射/: 称为博雷尔映射或博雷尔可测映射，若对于 Y 的每个博雷尔集/- 1 !^]是 X 

的博雷尔集.为证明/是博雷尔映射仅需证明对于每个属于 Y 的开集0, if — TC )] 是 X 的博雷 
尔集.因此连续映射是博雷尔映射. X 映上 Y 的一对一博雷尔映射(其逆/- 1 也是博雷尔映射） 
称为博雷尔等价或博雷尔同构映射.我们现在的目标是证明每个不可数完备可分度量空间与 
[0, 1] 博雷尔等价. 

若定义博雷尔映射或博雷尔同构映射的阶或类我们能够对博雷尔等价说得更精确些.若一 
个博雷尔映射/是连续的我们说它是贝尔0类 映射； 若对于每个开集 OCZY , 厂 1 [0] 是一个 
F c , 我们说它是贝尔1类映射 e . 对于一个博雷尔等价/，若/是《类/- 1 是芦类我们称它为 
(a, /3)类. 注意到连续映射和1类映射的(任意阶)合成是1类博雷尔映射.我们将证明不可数 
完备可分度量空间与[0, 1] 的博雷尔等价可取为(1， 1) 类. 


0更高阶类的定义参鬼 KumowskiDl ], 第373页. 
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我们从一些初步的观察和引理开始.为了本节的目标我们称度量空间的子集1：为 厚的， 

若每个与£相交的开集相交 E 于无限集，即若£的每个非空相对开子集是无限的.我们称度 
量空间的子集£为非常厚的，若£的每个非空相对开子集是不可数的.注意到厚和非常厚的 
定义是绝 对的： 它们仅依赖于 E 而不依赖于叉或£嵌人 X 的方式. 

点称为孤立的，若存在一个开集0使得容易看到一个集合£是厚的 
当且仅当它没有孤立点.若£是厚的，则£也是厚的.若 E 是厚的且 O 是开的，则£门0是 
厚的. 

5. 引理每个可分度量空间： X •是非常厚集£和可数（开)集 C 的不相交并集. 

证明令 C 为那些包含于可数开集的的集合.由于 X 可分，林德勒夫性质成立， [4021 
且 C 可被可数开集簇覆盖，该簇中的每个集合是可数的.因此 C 是可数开集.集合 £= X 〜 C 
具有 性质： 每个包含 E 的点的开集必包含 X 的许多不可数个点，因此包含£的不可数个点. 

因此，£是非常厚的， m 

6. 引理令 F 为胙空厚闭子集，那么 FzRUG 满足其中6和匸是非空厚 
集， F ! 闭且 G 为 F 与开集的交. 

证明令 z 。 和 aSF 的两 个点， 0为任意包含 x , 且满足 z 。 适 0的开集， 那么 ODF 是厚 
的因而巧=可1?也是厚的. i 5 G = FpF 1 , 那么 G 是厚的.由于:因此集 合厂和 G 
非空. m 

7. 引理设 X ■是非空厚的可分度量空间，那么 X = UG ;， 这里 < G ,> 是直径小于1的不相 
交非空厚集的无限序列，且满足每个 G , ■是闭集与开集的交集. 

证明由于 X 可分，因此它可被可数个直径小于1的开集簇覆盖.设 

G t =0 *~(y O y ), 

那么 G 是厚的，是闭集与开集的交集且直径小于令 〈 G ,.> 为将 G t 中的那些空集去掉得到的 . 

序列，那么 X = UG ( ， 相交且非空，满足闭.若这个序列仅是一个有限序列，我 
们可以对 G , 反复运用引理6以得到所要的无限序列 . a 

如同通常的做法，我们用 N 表示具有离散拓扑的自然数集，或等价地具有度量 〆 《， m )= l 若 
m ^ n . 那么可数个 N 的复制的直接积 N " 是同胚于区间的无理点组成的空间沒的度量空间(见习题 
9.45 或习题 17). 空间 N * 由所有整数的无限序列<%>组成，且它的拓扑的基由形如 _ 

N ；l = < <Wj > 6 N*" -.vij = ij for j ^ n). 

的集合族给出. " 

8 . 命题令 X 为无孤立点的完备可分度量空间，戎为单位区间的无理点的集合，那么存 
在沒映上 X 的一对一连续映射史使得对于沒的每个开子集0,史[0]是 X 的一个 

证明仅需构造出 N » 映上 X 的一对一映射 f 满足对于妒的每个开集 O , 矸卬是一 
个 

由于 X 无孤立点，因此它是厚的.根据引理7 

X = UG ,, 
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其中〈6 ; >是无限非空不相交厚集序列，且每一个是开集与闭集的交集.因此每个 〈G ; > 既是一个 
G, 又是一个 F,. 此外，对 于工， ^eG ; , P U , x )<\, 其中 (0=(0。 是 X 的度量. 

由于 G, •是一个 G, 且X是完备的，因此存在一个 G,. 的度量&在 G, 上等价于外且使得 G, •成 
为完备度量空间（命题 7.33). 对于每个 G,. 定义这样一个度量，并且通过当 AeG,, 工 AG ” 
时设七）=~将它们组合成X的扩充的实值度量.我们也取&彡 20. 

由于毎个 G, 是厚的完备可分度量空间，因此可以重复这一过程得到 

G, = Q G,j , 

；=1 

其中是无限不相交非空厚集序列，每一个是开集与 （x 内）闭集的交集，对于 a 工 'e 
G in Pl ( x , x f )< l . 选取 p 在 G,) 上等价于户满足内 > 2 巧且 (G tf ， 内） 是完备度量空间. 

根据归纳我们将每个有限序列& = “,，•••， U 对应于集合 G, >...、，其为开集与闭集的交 
集，在度量外-:其直径小于1且关于度量&彡2^,完备.两个长度为 n 的不同序列对应于不相 
交的集合.也有 

Gi ! = U G V._W. 

；'=1 

令 s=<i,.>€N ", 且设& =〈£" …， L >. 由于 G, n 的直径 p 小于 2-% 因此交集 

fl G >» 

n= 1 

至多有一点. 

对于每个 n 选取元素: c„eG in . 那么 对于/ 有:，因而对于“ m>n 有 
pu n Xm )<2~\ 因此 <x„> 是一个柯西序列，且根据 <x, 的完备性它收敛于元素对 
于 Z, 我们也有 

p k (x,,x m ) < 2 * -1 * 

因此〈勺>是一个属于 (G, 4 , ，）的柯西序列.因此， <x 4 > 收敛于 G, 4 的某一点，该点必为 a ， 这 
是由于 (0 和化在 (? 4 上等价，且在(X, 0中〈〜〉至多有一个极限.因此 

由于 n<^ 至多有一点，我们看到它恰好有一点.因此对应关系〆 乃=1 定义了从 n " 到 x 
的一一映射.容易看到它是映上的，且 , 

必 [N,、..、] = G ；1 ..., n . 

因此每个 s€N 〜有一个邻域，即 N, n , 其在4的像的直径小于2_".因此，0是连续的. 

每个开集 OC=N~ 是集合 N ;i ..., n 的可数并集，因此到：0]是形如的集合的可数并集. 
由于后者的每一个是一个圮，因此少[0]是一个 ■ 
9,命题令 Z 为无理数集茗和可数无限离散集 D 的直接并集，任何不可数完备可分度量 
空间X是由一对一连续玦射 p 生成的 Z 的像， p 满足对于每个开集 OCZ，p[0] 是一个仄. 

证明我们可以写 X=£UC , 其中 E 是非常厚集且 C 是可数的.若需要的话，去掉£的 
多余点，可以假定 C 是可数无限的.由于 C 是可数的，因此 E 仍然是非常厚的.由于X不可 
数，因此£非空. 

现在 C 是一个 _F a , 因而 E 是一个 G,. 因此£：可被重新度量化而成为一个完备的厚的度量 
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空间. 令押为命题8给出的映上 E 的映射.对;取 〆 2 )=^。（之），且取 ？ 为1)上任意的 
D 映上 C 的一一映射.由于 Z 是和 D 的直接并集，且在每个求和元?^连续，因此$必须在 Z 
上连续.每个开集0匚 Z 是沒的开子集和 D 的子集的直接并集，因此 P [0] 是两个兄的集合的_ 
并集，因而它自身是一个 ■ 

这个命题的映射 p 是博雷尔等价类(0, 1)，它的逆是博雷尔等价类(1， 0), 由于博雷尔等 
价类(1， 0) 与一个博雷尔等价类 (0, 1) 的复合是博雷尔等价类(1，1)，因此有以下 的系： 

10. 定理(库拉托夫斯基） 令 ( X ，户) 和 ( T ，<7) 为两个不可数完备可 分度量 空间， 那么它们 
之间存在一个（1， 1) 类的博雷尔等价. 

特别地，每个不可数完备可分度量空间博雷尔等价于[0, 1]. 

16. a . 证明一个厚集的闭包是厚的. 

b . 证明一个厚集与开集的交集是厚的. 
o . 证明一个集是厚的当且仅当它无孤立点. 

17. 证明每个可数完备度量空间有孤立点. 

18. 若度量空间存在一个由既开又闭的集合组成的拓扑基，則我们说它是零维的. 

a . 证明零维空间的每个子集是零维的. 

b . 令£为区间 ICR 的子集，其补集稠密于 I ，那么£是零维的. 

c . 若 X 是零维的，则引理7的集合 G ; 可取为开的（和闭的). 

d . 令 £ C = R 为一个无孤立点的 G , 使得 S 在 R 稠密，那么£同胚于 N ". [提示：在证明命 
题8中运用 （ c ).] 

15.5 完备可分度量空间上的博雷尔测度 

令 X 为度量空间.谈到 X 上的博雷尔测度我们指的是定义在 X 的博雷尔集上，或由于我.. 酬 
们倾向于处理完备测度，这样测度的完备化上的测度.我们从李特尔伍德第一原理的一个推广 

开始，它叙述的是有限测度的某种正则形式. . 

11•命题 令/ ^ 为度量空间 X 上的有限博雷尔测度， 那 么对于任意博雷尔集£：，我们有 
fjE = inf {^0 ：E C ： 0,0是开的 } 

与 

fjE = supl ^ tF^Fc E,F 是闭的 }. 

证明满足该命题结论的集族； R 是一个代数.若 K 包含所有闭集，则它必须因此包含所 
有博雷尔集. 

每个闭集自动满足这些条件的第二条，因此我们仅需证明对于每个闭集 F 有 
， = inf { pO : 0〕_ F ，0 是开的 }. 

由于 _ FCO , 因此 // Fg / zO , 因而至多等于下确界.另一方面，度量空间的每个闭子集是一 
个因此存在开集序列0,满足 


f = n a- 
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由于 wC^Coo, 所以有〆 '=limpO,>inf{〆) ： ODF, 0开的 }. ■ 

两个测度空间（X， （i, //) 和 (Y，S, d 称为同构，若存在从X映上 Y 的一个一对一映射 
9 使得对于所有 A 6 (i 有 P [A] 6 S 与 v (< plA -])=^ A ： i 教対于所有 B 6 3有 ^T 1 [B] 6 ，因此 

= 为简单起见，我们常说测度"和。是同构的.若两个测度是同构的，则它们 
的完备化是同构的.作为任何不可数完备可分度量空间与[0, 1] 的博雷尔等价性的推论，我们 
有以下 命题： 

12.命题每个不可数完备可分度量空间上的博雷尔测度同构于 [0, 1] 上的博雷尔测度. 

在有限测度情形将得到更精确的结果，我们首先叙述可分度量空间上 的博雷 尔测度的一些 
_ 性质，而把它们的证明留给读者（习题21和 22). 

13■命题令X为可分度量空 间且； u 是X上的博雷尔测度，那么惟一存在一个闭集 F 匚X 
使得〆X〜 F)=0 且〆 Ff!O)>0 对于每个满足 FHO 关0的开集 O 成立. 

命题给出的闭集 F 称为//的支撑.我们说博雷尔集£上的博雷尔测度 y 严格正，若对于 
每个满足£门0尹0的开集0有 p(EDO)〉C. 因此测度 p 的支撑是使得 p 在其上严格正的最 
大闭集和其补集为零测度集的最小闭集. 

博雷尔集 A 称为测度#的原子，若给定任何的博雷尔集 BCIA 或者有#3 = 0或者有 
^(A~B) = 0. 以下命题是可分空间的原子的有用性质. . 

14. 引理令卢为可分度量空间； f 上的博雷尔测度， A 是" 的一个原子，那么存在点 
A 使得 

//(A ~ {x}) - 0. 

我们称 {x} 为原子 A 的支撑.回顾若 p 是有限的(或 a 有限）则它只能有可数个原子.令" 
为有限(或 c 有限)测度且0={心 ： {&} 是#的原子的支撑 }, 那么 C 是一个可数集，且#限制 
于; f 〜 C 无原子.定义为户 2 £：=^(£门0的测度 /i 2 称为产的原子部分，定义为 a (£)=〆£〜 
C) 的测度&称为户的无原子部分或; z 的连续 部分. 显然，^=^+/, 2 ,且这个分解是惟 一的. 
我们称 C 为测度 a 的承栽形.注意到内的支撑是集合 C， 它一般比 C 大，集合X〜 C 是一个 
G e . 我们用以下引理概括这些 事实： .. 

15. 引理令戶为可分度量空间X上的有限(或 a 有限）博雷尔测度，那么X是不相交集的 
并集叉=兄110，其中 C 是可数集，不无孤立点 ，户 限制于:^无原子. 

证明令 C 为 P 的原子部分的承载形与引理5中具有非常厚的补的可数集的并. ■ 

谈到 标准测度空间 我们指的是以下测度空间之 一 ： 

_ i. 区间 [a, 6]CR, 其中 m 是勒贝格测度或 m 是零测度. 

ii. 可数离散集（比如说，整数集)且 w 是任意有限测度. 

iii. 类型 （i) 和类型 《i) 之一的测度空间的不相交的并集. 

16. 定理令"为完备可分度量空间X上的有限博雷尔测度，那么（X, 2, #) 同构于标准 

测度空间.若X不可数且户无原子，则（X, 户）同构于类型 （i) 的标准测度空间. 

证明若X可数，则（X, B, 沁同构于类型 （ii) 的测度空间.假设X不可数且有原子. 
令 C 为 p 的原子部分的承载形，那么 C 可与负整数集的子集一一对应，且 /z 限制于 C 同构于 
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该集上的测度. 

由于 X 〜 C 是一个 G ,， 它可重新度量化为完备度量空间.因此仅需证明若"是不可数完备 
可分度量空间 X 上的无原子博雷尔测度，则（ X , E , 沁同构于 [0, 6] 上的勒贝格测度，其中 
6=^( 我们假设它为正的）. 

根据命题12测度空间（ X , B , P 同构于 [0, 1] 上的博雷尔测度;; . 令 F 为;；的支撑，且 
我们首先考虑 F =[0, 1] 的情形.令 〆 : c ) 为定义 为 〆 : c ) =/；[(), : c ] 的 f 的累积分布函数.由 
于；;无原子，因此 p 是连续的.；；的支撑是[0, 1]，因而^严格增.因此9>是[0, 1] 映上 
[0, 6] 的同胚映射，容易看出对于任何博雷尔集 EC [0, 1]， ^ E = m ( 9 [ E ^). 

剩下的仅需考虑的支撑 F 适当地包含于[0, 1] 的情形.令 G =(0, l ) f 1 F , 那么 G 是一 
个开集因而是可数个开区间族的不相交.的并集.令 00 c ) =/；[(), 工],那么？>是[0, 1] 映上 
「0,幻的连续映射，其中6= 〆 ，但0将 G 的每个区间映上单点.令 L 和 i ? 为 G 的区间的左 
(或右)端点集，那么 ^ i [ G ] = ^[ L ]=^[ jR ]. 

设孖=尸门犮其中 D 是 F 的可数子集，那么史是只映上[0, 6] 〜多 DR ] 的一对一 
连续映射.由于0将1"的紧集映到紧集，因而它将 H 的相对闭子集映上[0, 6] 〜 ( CRUD ] 的 
相对闭 子集. 因此它是 H 映上[0, 6] 〜 0 DRCJD ] 的同胚 映射. 令 N 为包含于的无孤立 
点的非空 G s 且有 mN = 0. 根据引理6我们可以把/ V 表示为两个非空无孤立点的 G s 的不相交 
的并集 N = N,UN 2 . 由于 f IN ] 是无孤立点的 G ,， 因而存在一个 f IN] 与从之间的博雷 
尔等价？>、一个 G 与 N 2 之间的博雷尔等价以及一个 LUi ? U D 与0 [_R (J D ] 之间的博雷尔等价. 
将这些博雷尔等价与0 I ( H 〜 fTN ]) 放在一起给出了 [0, 1] 与 [0, 6] 的博雷尔等价 p 对任 
何属于[0, 6] 的博雷尔集£， 

mE = m(lE U N] ~ ^[i? \J D]) 

= f jL(i/r 1 LE U N] ~0[i? U Dl) 

=户(疒[£]). 圔 

在建立最后一个定理时，我们不曾关注博雷尔等价的类型，但有时有其他博雷尔等价版本 
是有用的，在那里我们的来自于“标准”空间的映射是如命题9给出的 （ Q , 1) 型的博雷尔等价. 
由于现在对博雷尔等价？>有更多的要求，因此必须允许所取的标准空间有更多的自由度.为简 
单起见我们仅考虑无原子测度的情形，这导致下面的定义. 

谈到无原子标准度量测度空间我们指的是其上具有博雷尔测度771的度量空间 Z ，其中 
(Z, m) 是以下测度空间 之一： 

i . Z =[ a , 6 ]~A , 其中 [ a , bJClR , %可数且 m 是勒贝格测度. 

ii. Z=(6, c]~D 2 , 其中 (6, c]CR, D 2 可数且 m 是零测度. 

iii . 类型 （ i ) 的测度空间和类型 GO 测度空间之一的不相交的并集. 

用命题9而非它的系，我们有以下 定理. 该定理的证明细节留给读者. 

17•定理令 p 为完备可分度量空间 X 上的有限博雷尔测度，那么存在从标准度量测度空 
间 Z 映上 X 的连续一对一映射沪： Z — X 使得对于每个开集 <0] 是一个且对于每个 
博雷尔集 £ CX ， ^ E =- n (< p [ E ]). 
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我们必须允许从 Z 去掉可数集 D , 和£» 2; 否则根据 p 的连续性， ？>[ Z ] 厚的部分是紧的和 
_连通的.此外，当 F 是#的支撑〜 F ] 必须为开的.因此当#的支撑不包含 X 所有的 
厚的部分时类型 ( ii ) 的成员出现在我们面前. 

作为该定理的推论我们有以下命题，当 X 完备时它加强了命题 11. 

18.命题令 X 为完备可分度量空间且 p 为 X 上的博雷尔测度，那么对于每个满足 
#£< 00 的博雷尔集 E , 我们有 

= sup {^ K ： K ( ZE,K 紧 }• 

证明用 p 代替;^这里 t ； A =>( Ari £)， 可以看到仅需对有限测度建立命题.为简单起 
见，我们假定"无原子，那么存在标准度量测度空间映上 A ： 的连续映射 p 使得4£ = /«犬，其 
中々=[«， 6] n ^ _1 [ E ]. 命题 3. 15说的是给定 e >0, 存在闭集 FCA 使得 
mF > mA — e . 

由于 F 是 R 的闭有界子集，因此它是紧的，根据 f 的连续性，也是紧的.因此 KCE 且 
fiK = mF > mA —e = juE — e . 

由于 e 任意，因此得到命题. ■ 

il * 

19•证明满足命题11结论的集簇 K 是一个代数.[提 示： 

a. 集合£：满足第一个条件当且仅当它满足第二个条件. 

b. 若 〈 E ,.〉 是集合序列，则每个£，满足第一个条件，门瓦也如此. 

c . 若 < E ; > 是集合序列，则每个£,满足第二个条件， U 瓦也 如此. 

d . 集簇 K 是一个 代数 .] 

20. 证明若测度空间( X ， ft , 沁和 （ Y , S ， t ;) 是同构的，则它们的完备化（ X , 0„， 沁和 （ Y ， 

|4 lT 1 %, 石)也是同构的. 

21. 证明命题 13. [提 示：令! 7= U {0: 0开且 "0 = 0}, 那么 " U =0, F = X ~ t 7 是所要的 
集合 •] 

22. 证明引理 14. [提 示： 定义 t ; 为 uEz / EnA )， 那么 u 的支撑恰有一点 .] 

23. 证明定理 17. 

24. 当"有原子时将命题18的证明细节补充完整. 

25. a . 证明： 若我们允许半有限区间[0, ~)出现在标准测度空间的定义中，则定理16可延拓 

到 a 有限测度#的情形. 

b . 修改标准度量测度空间的定义使得定理17也包含 j 有限测度的 情形. 

c . 证明命题18中的假设 VE < oo « 可以减弱为是一个有限测度的集合”. 

15.6 完备可分度量空间上的点映射与集映射 


令( X ， （ J , 91) 和 ( Y , S , TO ) 为具有零集的可测空间，其中 X 和 Y 为可分度量空间 ， Ct 
和2是它们的博雷尔集.本节我们研究在何种程度布尔 <7代数 Ct /91 和: B /3 TI 的 <7同态与同构由 
点映射诱导.以下命题是命题3与定理10的直接结果. 
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19. 命题 令 ( X ， Ct ，31) 为具有零集的可测空间， Y 是不可数完备可 分度量 空间，中是 Y 

的博雷尔集 B 到 ( i /9 l 的同态，那么存在一个 X 映上 y 的博雷尔可测映射 X — Y 使得对于 
每个有属于等价类少 ( B ). 若必是任何具有这个性质的其他博雷尔映射，则 ？)= 
ip a . e . [91 工 .t. 

以下定理是冯 • 诺伊曼定理的一个推广，其假设了 $是关于 a 和 B 上的适当测度的测度保 
持，这个假设是不必要的. 

20 . 定理令 X 和 Y 为完备可分度量空间， a 和 S 是它们的博雷尔集，加：和31是 Ct 和 B 内 

的 ff 理想.若少是①/诹映上: B /5 JI 的 ff 同构，则存在集合 XoGSTl 和集合1"。€31以及 Y ~ Y 。映 
上叉~；(： 0 的一对 -- 映射史，使得史和厂 1 可测且模 31. _ 

证明根据命题19存在诱导伞和步- 1 的博雷尔可测映射 x 和# x — y . 由于 
诱导 ( i /3 l 上到其自身的恒等 ff 同构，根据命题19的惟一性断言我们必须有 9 =id a . e . 

[91]. 因此存在集合不€311使得 P 是 X 〜 X 。映上 9=[X 〜 X 。]的博雷尔 等价. 由于〜 X 0 ] 

属于等价类 《^( X )， 它是包含 Y 的等价类，因此有7。=7~?>[兀 〜 X 。]是91的一个元素. ■ 

若博雷尔集 X 。和 Y 。 有相同的势，则从 Ku ra t 0WS ki [ ll ] 的结果得知它们博雷尔等价，且因 
此博雷尔等价 9 可延拓为 X 与 Y 的博雷尔等价.简单的例子（习题 25) 表明 X 。和 Y 。 可以有不 
同的势，因而出现一个或另一个是不可避免的.然而，正如以下定理所证明的，若中是 CI /31 
映上它自身的自同构，则它们可被排除. 

21. 定理令 X 为完备可分度量空间， ® 为； C 的博雷尔集族，31是 B 的理想.若 中是任 
何 B /31 映上其自身的同构，则存在 X 映上它自身的一对一映射 p 使得 p 和为博雷尔可测 
且步模沉. 

证明根据定理20存在属于31的集合 X 。和 y 。 与一对一的 X 〜 L 映上； f 〜 X 。的博雷尔可 
测映射 0 .令 

Zo = Xo u Yo - 2 ! = 0 [ z o ] u 疒[ 2 。]， 4 +1 = 此 Z „] u 疒 [4]. 

由于 0 和厂 1 将 91 的集合映入沉的集合，因此有 4691. 设 Z = u 乙， 那么 zeal , 况 2 ] 匚 Z ， 

且 F 1 !：/] 匚 Z . 因此 0 和% T 1 是 X 〜 Z 映人 X 〜 2的一对一映射且由于它们是互逆的，因此它 
们必须将叉~ 2 映上 X ~ Z 若 x € X 〜 Z 令 〆 工)= 4 (工)，若 x € Z 令 P U )= 工，这样来定义 
f , 则 p 是 X 映上其自身的博雷尔等价且除在集合2691外与少一致. ■ 

我们说度量空间 X 是拓扑完备的，若有一个等价的度量使它完备.最后两节的命题和定 
理中 X 完备的条件可被 X 拓扑完备的条件代替，这是因为度量自身在这些命题和定理的结论 
中没有出现.度量空间拓扑完备的条件等价于作为一个绝对的 G s 的条件 ：完备 度量空间的每_ 
个仏是拓扑完备的，且任何度量空间的拓扑完备子集是一个因此 X 拓扑完备的条件保证 
X 的博雷尔子集绝对可测，即它们是它们所嵌入的任何度量空间的博雷尔子集. 

在本节的定理中完备性的假设对得到点映射是必要的，这可用以下例子说明.存在集合 
A 匚[ 0 , 1] 满足 w * A=l 及 m‘B = l ， 其中 1]~ A (见 Halmos [5], 70页）.令 0 : R — 

丑定 SL 为扒 x ) = _ x . 对于每个集合 ECZR , 令 / i (£) 为它的可测包(见 12 . 6 节），那么 / i (£) 由 
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模零测度集确定，因而 A (£) 可取为 S /9 R 。 的一个元素，其中 S 是[―1, 1] 的博雷尔子集类， 
am 。 是零测度集类. $ x = AL ^[ s ]， 且取 ( i 为形如 E = XDF 的 x 的子集的 CT 代数，其中 F 
是博雷尔集，取31为由零测度集组成的 a 的子集，那么 / i ( xriF ) 是属于 _ F 的等价类，因而/^是 
a /9 l 映上； B /3 TT 。的 CT 同构.若定义$为 

0( E ) = X n </> ih ( E ) J , 

则中是一个 a /3 l 映上其自身的 < r 同构.令0为由 0( F ) = [ FflA ：] 给出的 [-1, 1] 的博雷尔子 
集映上 0 t /3 l 的映射，那么诱导少。0的任何映射 I X — [_1， 1] 必须等于0几乎处处成立， 
但 X 和除0外不相交.从这可得到不存在诱导$的点映射 p X — X . 

在这个例子中我们看到相伴随的点映射 应是化 但0不可能将 X 映人 X ,这是因为 X 有 
“太多裂缝”.用适当的度量将 X 完备化可填满这些裂缝使得0将 X 的点映为完备化过程中所 
增加的点. 

26. 证明定理20中集合 X 。和 Y 。 （或至少它们中的一个)是无法避免的.[令 X 为货 ¥ 1] 的无理 
数集且 9 K = {0}， Y 为 [0, 1] 且31为所有有理数集的子集组成的集合，取少 ( E )=£.] ^ 

27. 令 CX , a , 31) 为节末描述的例子. 

a . 证明对[-1， 1] 的每个博雷尔子集 F 有 ACFn ^- CF ]， 其中 [ F ] 为仅在零测度集上与 
F 不同的博雷尔子集类. 

b . 证明$是(1/31到其自身的 c ; 同构. 

c . 证明若么 X - [—1， 1] 诱导#。0,则0几乎处处等于參 

d . 证明不存在诱导$的点 映射％ X - X . 

15.7 U 的等距 

我们通过导出刻画"[0, 1] 映上其自身的等距，即那些1/[0, 1] 映上其自身使得 ll ' U/ll = 
11/11的线性映射 U 来说明上一节定理的用途.我们从建立两个不等式开始，第一个不等式是 
关于实数(或复数)的而第二个不等式是关于空间的元素的. 

22. 引理 令$和”为实数， 那么若 2</>< oo , 则 

I $+ t) \ p +\ 1] \ p ^2( \ ^ | p +| 7 

而若0<夕<2,则 

I $+ 7 K + i $-7 i p <2 (i er +1 yi # >- 

务 P 科、 则等式仅当 $ 或!？等于零时成立. 

证明 若 fi =2, 我们有等式对于所有 f 和7成立.若2<夕<00,则10/2,运用指数为 
p /2 和 W (声一 2) 的赫尔德不等式于 a 2 +^ 2 得到 



或者 

a p +p p > 2 i2 - pm Ca 2 +p 2 y n . ( 1 ) 

若0</，<2,用4/夕代替 p , 则 (1) 成为 
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a */ P + p */ P ^. 2 (r 胁 ( a 2 + 〆 ） 2 "_ 


若我们用 V /2 代替 a 而用/? 

p/2 代替 )3, 该式变成 



a 2 + 矿 >2(— "(« ， +〆 ）抑 , 


或者 

V+f <2( 2 -私 2 ( a 2 +〆）" 2 . 

(2) 

由于 

0< e+7 <1, 


我们有 

(e + rfy /2< e + rf 2<p 

(3) 

和 

1 el # 、专 

ie + rfy ,z ^e+yf p 

(4) 

对” 得到类似的不等式且相加，我们分别得到 



1 , |^<(^+ 7 2 )^ 2 <p 

(5) 

和 

1 el ? +l 7 \ p >^ + v ^ /2 p < 2 - 

(6) 


我们证明了仅当4=0或7=0时 (3) 或 (4) 的等式成立且因此 (5) 或 （6) 的等式成立. 
假定^ >2,在 (1) 中用 | 什 7 |和|6— 7 1分别代替《和仏那么根据(5)， 


I e+i^+l ， | ， >2 <2 , 2 (| e+,i 2 +i e-,1 2 )^ 2 

= 2( f + rf z y n 

^ 2 (| ? i.^+i v \n 

这就建立了引理的第一个不等式，且用 （2) 和 （6) 类似地得到第二个不等式.我们看到在 
的任何一种情形中仅当 f =0 或 7 =0时 (3) 和 (4) 的等式成立. ■ 

通过积分我们有以下引理，它是引理22的一个推论. 

23. 引理令 l < p << x >， p 抖， 并假定/和 g 属于那么 

\\ f + g \\ p + Wf - g\\ p = 2(\\ fV + || gP ) 

当且仅'当 f • g = Q 几乎处处成立. 

24. 定理 （ Lamperti ) 令 l < p < oo , p 抖, C 7 是1/[0, 1] 到其自身的线性变换使得 
II Uf II , = II / II ,,那么存在一个[0, 1] 映上（几乎所有的）[0, 1] 的博雷尔可测映射 f 和一个 

A 61/使得 


画 


Uf = h • ( /。 p ). |416| 

函数 / i 惟一确定（在 a . e . 等价范围内） 且沪在 A 关0的集合上惟一确定（在 a . e . 等价范围内）. 

对于任意博雷尔集 E ， 我们有 
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证明我们定义函数/的承载形为集合 U : /( t )^0). 若/€!/，则/的承载形仅模零集 
定义.因此对于/£!/，/的承载形是模零测度集的博雷尔集的^代数 B /31 的一个元素.通过 
设 4 KA ) 等于 Wa 的支撑，我们定义[0, 1] 的博雷尔集到博雷尔集模零集的映射黾若 A 和 B 
不相交，根据引理23我们有 

II Xa + Xb \\ p + II Xa - Xb II f = 2( || Xa r + || Xb || p ). 

由于 U 线性且保持范数，再次运用引理23,我们有 


(UXa) . (UXb) = 0 a . e . 


因此边将不相交集映射到不相交集.若 A 和 B 不相交，则; (aub = ； I：a + ；( b ， 因而 L% aUB =W：a + 


UXb . 由于右边的两个函数有不相交承载形，我们看到步 ( AUB ) = $( A)U 步 ( B ) 对于不相交集 
成立，因此对于任意博雷尔集对成立. 

若步[[0, 1]]= E , 我们有少 ( A )= E ~$( A ). 因此少是一个2到£的博雷尔子集的代数 
的同态映射.若 a = Ua ,., 其中不相交，我们有 

i=l 

n 

Xa = lim y ] Xa . 

i=l 

属于 I /, 因而根据 u 的连续性， 

UXa = 

i=i 

因此少 ( A ) = U ^( A ,.), 且 $ 是一个 a 同态映射. 

根据命题3存在一个博雷尔可测映射&其将£映入[0, 1] 使得步(八）= 9 _1 [八]. 由于少 
仅能将零测度集映到零测度集，因此除可能的零测度集外映射 p 必须映上所有的 [0, 1]. 对于 
t ^ E , 通过设 〆 £)=0 将史延拓为对于所有的[0, 1] 有定义. 

函数 l = toa ] 属于 IA 令那么且 A 的承载形是 E . 若 A 是[0，1]的任意 
博雷尔集，我们有 l = h + ； U .， 因此/ + 但右边的函数有不相交的承载形，因而 
在 L / h 的承载形上 L ^ a 必须等于 A . 因此 ( Za 。 p ). 因此，若0是任何简 
单函数，必须有由于1/的每个函数可被简单函数依范数逼近且1/是范数保 
持，因此有(/。炉)对于所有 /6 I / 成立. 

定理中剩下的结论现在容易得到. ■ 

28. a . 证明若线性变换 U 是 P [0, 1] 映上的，则 X 〜 E 具有零测度. 

b . 在这种情形中$本质上是一对一的（即除一个零测度集外一对一）， fT 1 是可测的， 且？） 
和？ T 1 将零测度集映到零测度集.[提 示： 运用定理24于变换 IT 1 , 且运用定理的惟一 
性部分于 JslTLr 1 与 f = LT - 1 U .] 

c . 证明在这种情形中若我们定义测度 y 为 (史 [ A ])， 则 I M ^ = 
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29. 你能对一般有限测度空间的1/(叉， P 的等距说些什么？（一般来讲，你不能得到点映射但 
必须满意于集映射兑） 

30. 证明定理24中给出的刻画对 L 2 [0, 1] 不成立. 

31. —个巴拿赫空间 X 称为一致凸，若给定 £ >0,存在一个 7<1 使得只要“和。是满足 | U _|| = 
||力||=1且||« — 0||>2 £ 的叉的元素，就有 IU +。 || <2乎用积分形式的引理22证明当 

时1/是一致凸的且我们可以取『（1— . 



第 16 章丹尼尔积分 


16.1 引言 

有时不使用测度的概念而直接引_人积分是方便的，这发生在我们有了定义在某个“基本函 
数”的类 L 上的基本积分 J 而我们要放大函数类 L 、延拓积分 J 使它具有抽象勒贝格积分的所 
有性质，包括收敛定理时的情形.例如，若我们取类 L 为由定义在 （一 CO , oo ) 上且在有限区间 
；51、消失的连续实值函数组成且取/为黎曼积分，则期望通过某种延拓过程得到勒贝格可积函数 
类与勒贝格积分.对于这种情形丹尼尔首先实施了这么一个延拓过程，马绍尔•斯通推广了这 
个做法且澄清了这个延拓了的积分的结构.本章我们的目标就是描述这个延拓过程并且阐明它 
与测度论的联系. 

令 L 为定义在某个集合 X 上的实值函数族，假定 L 是一个向量格，即只要函数/和 g 属 
于 L 就有 a /+ 你， / Vg ■和 / A 茗也属于由于 / Ag =/+ g —(/ VgO ，/ V g =(/- g ) V 0 + 
g , 我们看到由函数组成的向量空间 L 是向量格，若对于每个属于 JL 的/! 有 /^ VO 属于 L , 因此 
一个由函数组成的向量空间是向量格，若对于/的运算 / + =/ V 0 封闭.由于丨/ | =广+ 
(一/)+，因此每个向量格包含该格中每个函数的绝对值.反过来，若 L 是一个向量空间使得 

对每个/属于 L 有 | / |属于 L ， 则 L 是一个向量格，这是由于 /+= + (/+ ! / I ). 

L 上的线性泛函 J 称为正的 0 ,若对于每个属于 L 的非负函数$成立.若 J 是正 
的且则 KpXKp . L 上的正线性泛函 I 称为丹尼尔泛函或丹尼尔积分，若以下条件 
满足： 

D . 若_„>是属于 L 的函数序列且在每一点递减趋于零，則 limJ (外 ）=0. 

这个条件显然等价于以下条件 之一： 

D '. 若〈外〉是属于 L 的速增函数序列，且若炉是厶中的函数使得 © pSlim %，. 则 Kf )< 
limK ^„). 

D ". 若 〈 m „> 是属于 L 的非负函数序列，且 f 是1 的一个函数使得史<2： m ,, 则1(9)< 
S I ( u „). 

丹尼尔积分的一个例子是取 L 为定义在（一 oo , 〜) 上且在有限区间外消失的连续函数集且 
取 i •为黎曼积分.另一个例子来自于 X 的子集的代数01上的测度广我们通过取 L 为简单函数 
类且取 I 为关于 y 的自然积分得到它.第三个例子由取 L 为关于测度 p 的所有可积函数构成的 
类给出. 

最后一个例子不太满足我们所给出的定义，这是因为可积函数可以是扩充的实值函数.因 


e 确切地说，我们应该称 I 为“非负”，但根据上下文的 联系“ 正”的使用看来是标准的. 
© 当然，这里的 lim 指的是逐点极限. 
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此我们想拓广我们的定义以覆盖这种情形，但必须仔细处理函数 /+ g 在形如⑺一^或 一00+00 
的点无定义这一事实.因此我们说 L 是由 X 上扩充的实值函数组成的向量格，假定只要/和 
g 属于 L ， 就有函数 / Vg , / Ag 和<?/属于 L , 就如同每个函数/ 1 使得属 
于 L ， 只要右边有定义的话.因此为使和式 /+ g 属于 _ L 我们要求它取所有可能的值，只要/ 1 
是任何可能的值就写为谈到 L 上的线性泛函我们指的是从 L 到 R 的映射了使得 
K «/)=< J (/) 且只要 A =/+ g ， Uh) = Kf)+Kg). 这蕴涵着若/^和心是两个满足&=/+? _ 

与 容的 函数，则 Kh ) 资 | U 2 ). 

若 L 上的正线性泛函 I 满足条件 D ， 我们便称它为一个丹尼尔积分. 

我们允许/(工)在使得和式意义模糊的点 x 取所有可能的值，这一事实对使扩充的 
实值函数组成的向量格中的元素可能取无穷值的集 i 1 2 3 4 有一些结果 ： 因此我们称 X 的子集 P 为 
格 L 的极集，若存在函数使得对所有 x € P，I hdx) I =° o . 

1. 引理令 i 3 为极集，/6乙且裒为扩充的实值函数使得对于 gU ) = fU ), 那么 
莒且 J ( g ) = I (/). 

证明令九为 L 的满足对于 |« x ) | 的元素，那么无论 AU ) 在哪里 

定义都有 

h (. x ) — h ( x ) = g ( x ) — fix ) 

假定在所有意义模糊的情形我们取 gU )~ f ( x )=0. 因此 g —/ 属于 L 且 
K^-/) = KA)-KA) = 0. 

因此 

=/U) + [^U)-/(x)] 

无论右边在哪里定义均成立.因此 g 6 L , 且 

/(^) = I (/) + Kg -/) = 1( f ). ■ 

运用引理1,用实值函数代替 L 内扩充的实值函数，我们能建立以下命题. 

2. 命题令 L 为由 X 上扩充的实值函数组成的向量格，那么条件 D , D ' 和等侖. 

— 般来说 L 中函数的极限不一定在 L 中，而丹尼尔和斯通的程序，即本章我们要建立的 
程序，将 I 延拓到包含 L 和在适当的极限运算下封闭的类 L ,. 在很多方面这个延拓过程平行 
于卡拉泰奥多里关于测度的延拓过程，在 16.3 节，我们在不太强的限制条件下，证明该延拓 
了的积分事实上是关于某种适当测度的积分. _ 

1. 证明条件 D ， D ' 和 D " 等价. 

2. 令; u 为代数 a 上的测度， L 为 a 上的简单函数类，了为关于 p 的 积分. 证明 L 是一个向量格 
且7是一个丹尼尔积分 • 

3. 令 L 为定义在 C — oo ) 上且在有限区间外消失的连续实值函数族， I 为 L 上的黎曼积分. 

证明了是一个丹尼尔 积分. [提 示： 迪尼定理是有用的 .] 

4. 证明命题 2. 
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16.2 延拓定理 

我们从考虑由X上所有扩充的实值函数组成的类 L„ 开始，它们中的每一个是 L 中的单调 
递增函数序列的极限.显然，若/和 g 属于 L u , 则函数 a /+ 你也属于 L u , 这里 <7和/?是非负 
常数.若〈外〉是 L 中的递增函数序列，则（7(%)〉必定是递增实数序列因而有极限(可以是 oo). 
我们试图定义 limJC%) 作为 J 对于函数/的值，而/为序列<%>的逐点极限.为实现这个目 
标，我们需要知道这个值仅依赖于函数/而不依赖于极限是/的递增序列〈外〉的选择，这由以 
下引理保证；. 

3. 引理若<95„>和<办„〉是 L 的递增序列且 lim95„<limp„ ，则 lirrJf^XlimJt^). 

证明对于固定的 n, 我 们有％ 因而根据 （IT) ， 因此 

因此我们能够将泛函7延拓为 L u 上的扩充的实值泛函使得它具有性质：对于 f < g 有 
J(/)<J(g) 且对于正常数 a 和/?及属于的函数/和 g 有 J( a /+)9 g )= a J(/)+/3J(g ). 显然 
是一个格，这是因为若作个/且 A 个 P 那么％八办个 / Ag 且个 / Vg . 

4. 引理一个非负函数/属于 L„ 当且仅当存在 L 中的非负函数序列使得必„. 

v=l - 

这种情形下 K/) = |j J(^). 

证明“当”部平凡的.另一方面，令/是非负的且％个/,其中蚪 用蚪 V 0代替 
外，我们可以假定每个蚪是非负的•设办 = ?1 ，对于》〉1冰=%，那么/= $化，且 
J(/)= limJC^) 

= limJT ( 土 Ja) 

v=l 

= limX)j(^) 

y=l 

— ICl / ly ). 

V=1 

5. 引理令 </„> 为内的 非负函数序列，那么函数 /= ^/„属于乙且7(/)_= gl(/„). 

证明对于每个《存在 L 中的非负函数的序列 〈心〉 使得 /„ = ；|> n ,„， 因此 / = 由 

于整数对集合是可数的，因此/是 L 内的非负函数序列的和因而必须属于1„.也有 
K/)= 

= ■ 

n=l 

对于X上的任意函数/我们定义上积分 7(/) 为 
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1( f ) = [423] 

. 

这里我们釆用约定空集的下确界为 +~. 定义下积分 Z 为 £(/) = — K -/). 以下引理给出了这 
些上积分和下积分的基本性质，引理6的性质可由7的定义直接得到. 

6. 引理令 A=/+h 那么了 (《 <了(/)+了(尽），假定右边有定义.若 c>0, 则了 ( c /) = 

J (/) .若 f < g , fJ ?(/)< 了 ( g ) 且 

7. 引理我们有 |(/)<T(/). 若 /eJL,， 则2(/)=了(/)=1(/). 

证明我们有 o = ko ) = K /-/)< T (/)+ K -/)， 因此2(/) = -了(一 /)< 了(/). 

为证明第二个陈述，我们注意到若 /eL„, 则根据了的定义有了 (/)</(/). 若 geL, 且 
/< 幻那么 K/XKW 因而1(/)<7(/)，这就得到 7(/)=1(/). 若# L， 那么 一peLd， 

因而 K—90 = 1(—90 = — 1(0，因此但每个/6乙是1内的递增函数序列<%> 

的 极限. 由于/>%，因而有2(/)彡1(%)=1(90.因此 

：(/) > limK^J = IX/)‘ 

由于 I (/)<7(/)= K /)， 因此有 1(/) = K /). ■ 

8. 引理令</,>为非负函数序列，且令/= ；£；/„，那么7(/)< 

证明若 7(/„)=a 对于某个^成立，则完成定理的证明.若不是这样，则给定 e >0, 存 
在一个函数 乙使得 /„<&，且 

K^)<T(/J+ e . 2^. 

由于每个心非负，因此引理5蕴涵着函数 g=2 &属于 L„SK ff ) = Sl(A)<2K/J+ e , 由于 
g > f ， 因而有 


T (/)< EK /»)+ e . 

由于 e 是任意正数因此我们得到引理. _ 

我们称 X 上的一个函数/关于 J 可积(或 I 可积），若7(/)=|(/)且这个值是有限的.我 
们将关 于1 可积的函数类表示为对于 L , 的函数/我们将了 (/) 写为 J (/)， 因此便有了原有 
泛函1到1^的所有函数的延拓.以下命题给出了 1^和这个延拓了的 J 的性质： 

9•命题集合 L ! 是一个包含 L 的函数的向量格，且1是1^上的正线性泛函，其延拓了 L 


上的泛函 7. 


证明若/属于 L ” 则彳也属于!^，由于对于（彡0, 7( c /)= J (/)= cJ (/) = Kc /), 
且对于 c <0, 7( c /)= cJ (/)= cI (/) = /( c /). 若 / 和 g 属于 L " 则 
Kf+g)<KD + Kg) 

且 

-Kf + g)=n-f-g) <- 7 (/)- 1(g), 


即 


因此 


Kf+g)>Kf) + Kg). 
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IC /+ g ) =7 (f + g ) = 1( f ) + Idg ), 

因而/+旦属于因此，是一个线形空间，且 J 是1^上的线性泛函.引理7蕴涵 LIDL 
且我们关于上的 J 的定义给出了与我们原来的 L 上的 J 一致的正线性泛函. 

为证明 M 是一个格，仅需证明若 /6 L , 则 / + eA . 令 / eM , 那么对于每个 e >0 存在 
中的函数/和 g 使得一九 </< g , 也有 Kg )< r (/)+ e 〈⑺且 J («<- J (/)+ e 〈⑺. 由于 
茗 =(^ ： \/0) + ( 容 /\0) 且 ( 君八 0)61 ^， 因而有 iXg ■八 0)>—oo 且 JXgV 0)<I(g) —J(gA 0)<oo. 
因此函数幻 = gV 0 属于 LiKAXoo . 令 hfhM , 那么 / iiek 且 一 h </ + < gl . 由于 
g ^— h , 因此 gi 

因此， KgO + KhO < Kg )+ Kh )<2 e . 由于一7(心）<1(/ + )<了(/ + )<1(幻），因此有 
K / f )- K / f X 2 e J 因而7(广）=2(广），这是由于 e 是任 意的. 由于0<7(广 ）< K 幻） 0=， 
_ 因而有/ + 6 .因此 L , 是一个格. ■ 

以下命题是单调收敛定理对于匕的类比，它也表明 J 满足条件 D ' 因此满足条件 D . 

10. 命题 令</„>为中的递增函数序列，且令 /= lim /„ , 那么 /6 L , 当且仅当 limJ (/„)< oo . 
在这种情形中 J (/) = limJ (/ n ). 

证明由于/>/„,所以 7(/)> K /„). 因此若 limJ (/„)=^, 则 7(/)= oo , 且 /硭 
假定 limKAXoo . 设 g = f - f ” 那么 且 (/-- M -/ J . 因此根据^理8, 

K^X SK / a+1 -/.) 

«=1 

= I；/(/„+, )-!(/„) 

«=1 

= limK / J - K /,). ， 

因此 . . 

K/)=7(/i + 君） 

^ K /^+ T ^ Xlim / C / J . 

由于/»</，我们有 1(/)> K / J , 因而 

K /) > lim /(/„). 

因此 Z (/)= K /)= linJ (/ J _ B 

11. 系泛函 J 是向量格込上的丹尼尔积分. 

以下两个命题是关于积分1均法图引理和勒贝格收敛定理的类比. 

12. 命题 令〈/„>为属于 A 的非负函数序列，那么函数 inf 人属于 L !， 且若 
则函数_/„属于 L ,. 在这种情形下， 

KlimfJ < limJ ( A ). 

证明令&=/: A / 2 A 〜/\/„, 那么<&〉是属于 M 的非负函数序列，它递减趋 
[4261 于5=〖1^/».因此 一 g „ t - g ， 且由于 7(_ g „)<0, 根据命题10我们必须有 g eL ,. 
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为证明命题的其余部分，令那么 < A„> 是属于 L, 的非负函数序列，它递增趋于 
Wrafy. 

由于对于 n<w， K ^ f v , limK^Xlim/C/.X 00 . 因此稂据命题10, 且 

I ( lim / J < limJ (/ J . ■ 

13. 命题 令〈/„>为属于的函数序列且假定存在函数使得对于所有 n 我们有 
I /„ I < g , 那么若 /= lim /„ ，我们有 

/(/) = limJ (/„). 

证明函数 /„+g 非负，且 K/„ + g) 因此根据命题12我们有 /+g 属于一且 

Uf + g)^\jmKf„ + g) = Kg) + \jmHfJ. 

因此 


/(/) < limJ (/ n ). 

由于函数/„也非负，因此有 


因此 

囪而 limK /„) 存在且等于 /(/). 


= 1( g ) — limJ (/„). 
USK/„) </(/), 


5. 函数/属于 L „ 当且仅当/=旦+史，其中 g € L „， 且# L . 


6. 证明引理 6. 


7. 证明引理 .6 含义模糊的情形不会造成引理7的困难. 


■ 


16.3 惟一性 


本节证明将 L 上的丹尼尔积分 I 延拓到 L 是惟一的.我们从证明以下描述 h 的函数结构 
的命题开始.该命题本身也具有独立意义，它是命题 12. 7对于 J 的类比 ••• 

我们用 L 表示； f 上的那些为 L . 内的满足 I(/„)<oo 且 lim /(/„)> — ^的递减函数序列 
〈入〉 的极限的函数类，然后将命题10运用于<_/„>得到 LwCM . 若/是 X 上的任意函数使 
得了 (/) 有限，则给定《我们能找到心使得 

71 

设 gfh^h 士 我们有因而 < g „> 是属于 U 的递减函数序列，满足 
T (/ XKg „)< T (/)+ l / n . 因此函数 属于 而 /<g 且 7(/) = Kg ). 我们因此建 
立了以下 引理： 

14.引理 若 / 是 X •上的任意函数使得 7(/) 有限，则存在一个函数使得 且 

7(/)= J ( g ). 

x 上的一个函数/称为零函数，若 / eh 且/(丨/| )= o . 若/是零函数且 I </， 
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则0<1( | g | )<7( | g | )</(/) =0. 因此 geL ,， 且 g 是一个零函数. 

15. 命题 X 上的函数/属于一当且仅当/是 L 中的函数 g 与非负零函数 A 的差 g -九. 
一个函数 A 是一个零函数当且仅当存在 Lw 中的零函数々使得 | A | <々. 

证明若 /= g — A ， 则/是 M 中的两个函数的差因而它自身必须属于匕.若 | A 丨 <是， 
其中々为零函数，则 A 是一个零函数. 

若/属于 M ， 则引理14断言存在尽使得且1(/) = 7(旦).因此/^紅一/是一个 
非负函数且 J ( A )=0, 这使得 A 是一个零函数.若 A 是零函数，则根据引理14存在一个函数 
是满足 | /I | <々且 JOO = J ( | /I | )=0. _ 

16. 命题令 J 为由 X 上的函数组成的向量格 L 上的丹尼尔积分且令 J 为向量格上 
的丹尼尔积分，若对于所有 / gl 有/(/)=_/(/)， 則厶二 并且对于所有 / eh , /(/)=/(/). 

证明运用命题10两次我们看到 1^(=4 且对于 / eL , /(/)=/(/), 因此根据命题15 
的第二部分，每个关于 J 为零的函数必须也关于_/为零.根据命题15的第一部分，每个属于 
L 的函数/必须 属于山 ，且 /(/)=_/(/). ■ 

16.4 可测性与测度 

我们说 X 上的非负函数/是可测的(关于 J )， 若对于每个 g 属于£,有 gA / 属于 L ,. 

17. 引理若/和 g 是非负可测函数，则 / Ag 和 / Vg 是非负可测函数.若</„>是非负可 
测函数序列，其逐点收敛于函数/，则/可测. 

证明若/和旦是非负可测函数且 t 属于 拠 h /\ (f /\ g )= ahr > /\ah g )r h /\ 
(/ Vg ) = (/ 1 A /) V (/ iAg ). 因此由。是一个格可得到 / Ag 和 / Vg 的可测性.若</„>是一个 
收敛到/的非负可测函数序列且 g 是一个 I 中的函数，则 〈/„ Ag > 是一个 h 中的收敛到/八发 
的函数 序列. 由于 I/„Ag I < I g I ， 根据_题13我们有 / Ag 属于 ■ 

18. 引理令/为 X 上的一个非负函数 i 若对于每个 f ^ L , yA / 属于 L ,， 则/关于 
I 可测. 

证明 若 — L ， 则命题10蕴涵对于 g 6 i ^ aJ ( g )< oo , g !\ f € U . 根据命 
题13,对于所有发 ei ^， gA / eL ：. 若/1是]^的任意函数， jiW 命题15告诉我们/々，这 
里君且々是一个非负零函数.由于0<旦八/一八八/<是，函数/1八/与可积函数 g /\/ 相差 
一个零函数.因此 AA / 是可积的，这就证明了 /是可测的. ■ 

我们说 X 中的集合 A 是关于 J 可测的，若其特征函数 h 可测.我们说集合 A 是可积的， 
若它的特征函数 h 可积.注意到可积集的可测子集其自身可积. 

19 . 引理若 A 和 B 是可测集，则集合 AUB ， AflB 与 A 〜 B 也是可测集.若 〈 A „> 是可 
测集序列，则集合门 A „* UA „ 可测.若函数1可测，则可测集类 a 是一个 a 代数. 

证明 AHB 和 AUB 的可测性由事实 XAn B = ZAAh 和厶 us = Xa Vh 得到.若 g 属于 L ,， 
我们有 gAh 〜 B =^ AA — g / U AnB + g /\0, 而 A ~ B 的可测性由 A 和 S 的可测性得到.若八= 
IM „， 则 
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Xa = limC ^ V ... V X\) 

fff A 的可测性由引理17得到.对于可作类似讨论.若1是可测函数，则集合 X 是可测 
*, 且可测集的补集是可测的. 鼷 

20. 引理 若1是可测函数且/是非负可积函数，则对于每个实数 a 集合 

E = {x-.fix) > a} 

，丁测. 

证明若 a 是负的，则 £=X 是可测的，这是由于& = 1且1是可测的.因此我们假定 
会0.若《=0,设旦=/ ; 若《>0, Sg =( a - I />-^«' 1 /) Aq . 由于 g 是 h 内的两个函数的 
i ， 因此 g 属于在两种情形中对于 x 6£ 我们有 gU )>0 且对于： C 6£， g ( x ) = 0 .令 
>„ = 1 A (叹），那么％ ek 且衿 tX E . 因此 h 是可测的，因而 E 是可测的. 匾 

21. 引理 令函数 1 为可测且定义可测集类 a 上的集函数为 

/jtE = KXe). 

g^£ 是可积的，且 其他情 况下户 £=o °, 那么户 可测. 

证明我们有 #0 = J ( O )= O . 若 A 和 B 是满足条件 ACB 的可积集，则有 h < Z B ， 因而 
tA ^ B . 因此对于可积集"单调且因此对于可测集#单调. 

令<£,〉是不相交的可测集序列，且令 E=U 若每个 E , •不可积，则 E 不可积，且 

fiE — oo =^ fiEi . 

穿每个£ ; 可积，根据命题10, £可积当且仅当 2； u £ f < oo , 这是由于;在这两种情 
孩中都有且测度 p 是可数加性的. _ 

测度//具有 性质： 可积集恰好是具有有限测度的可测集.以下定理告诉我们1^上的丹尼 
P 积分 I 等价于关于该测度"的积分. 

22. 定理 （斯通）令 L 为由X上的函数组成的向量格且具有桂 质：若 /6L 则 iy\/e.L， 
1令 j 为 l 上的丹尼尔积分.那么存在一个 x 的子集的 ex 代数 a 和 a 上的测度"使得每个 x 上 
4函数/关于I可积当且仅当它关于测度#可积.此外， 

K /)= J/V 

证明令 et 为关于 I 可测的集类，根据引理18知1可测.引理19断言 a 是一个 t 代数， 
i ■引理20断言每个非负 J 可积函数关于 a 可测.由于每个 J 可积函数是两个非负 I 可积函数的 
I ，因此每个了可轵函数必定关于 a 可测. 

令 # 为引理21给出的测度，且令/为关于 J 可积的非负函数.对于每对正整数 U ， 《>令 
£*.„ = {x..f(x>>k2-}. 

ip 么艮,„可测，且由于 

Xd A (矿】2-/)， 

鸯们有 z ei .„ eLi ， 且 〆 k . jcop . 设 
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% = 2-2 拉. „• 

4 = 1 

那么％ 且％个/，因此 JCjOtlimK %) •但 

2 2n 2 2n 

I(<p n ) — 2 _n ^ I(XE kta ) = 2 n ^y]u(E kt „) ~ <p n dfx, 

. i-1 i=l J 

由于根据单调收敛定理， 


我们有 


J/d/4 = limjp n d^ 
K /) = |/ d ^, 


且 / 关于户可积.由于任意 I 可积函数/是两个非负/可积函数的差，这样的/必关于户 
可积且 

1(/) = J/d". 

若/是 X 上的非负可测函数其关于户可积，则我们如前构造艮.„和 A .由于 J/dp < oo ,每 
个具有有限测度，因而；和％属于 M .由于朽个/且 limKpJ = |/ d^<oo ，根据命题10 


我们有/€ M .因此每个关于 p 可积的/也关于 J 可积. ■ 

23. 命题令 L 为由集合 X 上的函数纟且成的向量格且假定 16 L , 令 S 为 X 的子集的最小 
<7代数，它使得每个属于 L 的函数关于 B 可测，那么对于每个丹尼尔积分 I 惟一存在 B 上的测 


度" 使得对于每个 /GL 

K/)= J/d 户 . 

证明//的存在性是定理22的特殊情形，我们仅需证明 p 在 S 上的惟一性.令 Ot 为引理19 
给出的可测集的 a 代数.引理20断言每个属于 L 的/关于 a 可测，因而我们必有3(=(2.由于 


1 GL , 对于每个属于 a 的 B 且因此对于每个属于 S 的 B , 函数 心属于 L ,. 若能证明对每个属 
于 S 的 B 有 〆 S ) = J ( Z B )， 我们就能建立户在 S 上的惟一性 • 

若我们令 A 为 X 上关于 S 可测且关于 p 可积的函数的集合，且对于 /6 A 设 

_/(/)= J /如 . 

那么命题16蕴涵对于 /6 M RA , J (/)= J (/). 但若则 hGLifU , 因而 
ftB= KXb) 


= I(Xb). 

因此在 B 上; z 由 J 惟一确定. ■ 

若用较弱的假设即存在属于 M 的处处为正的函数来代替 ieL 的假设，我们仍然能够建立 
命题中测度户的惟一性（习题 10). 没有这些假设"在； B 上可能不惟一（习题 11). 
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顯 

；. 令 p 为集代数 a 上的测度，且令 L 为由 a 中具有有限测度的集合的特征函数的有限线性组合 
的函数组成的函数族，且令/为关于"的积分.讨论 I 到1^的延拓，且将此过程对比于对# 

的卡拉泰奥多里延拓过程. 

>• 根据定义直接证明，若/,和/ 2 是两个非负可测函数，则/,+/ 2 可测. 

-0. 证明： 若用存在属于 L , 的处处正的函数《的假设代替 16 L 的假设，则命题2 3 的结论仍成 

立.[提示： X = CJU : eix)>\/n}, 且这个给出的证明能够被修改以证明^/在包含于 U : 

n=l . 

e ( x )> l / n } 的; B 的集合上惟一 .] 

11. 令 X = (^00,00) U U }， 且令 L 为由 X 上的那些在(一 co ， cx >) 上勒贝格可积并在 w 消失的 

所有函数组成的，那么 L 是一个向量格，且关于每个属于 L 的函数可测的最小代数是由所有 _ 
使得 J 3 门（一 oo ， c«) 勒贝格可测的集合 B 组成的族 S . 令 L 上的了定义为 1(/) = ^ fix')Ax, 

那么 I 是 L 上的一个丹尼尔积分.定理22中构造的测度 p 是什么呢?证明存在另一个定义在2 
上的测度 X ；使得对于每个属于 L 的 /,/(/) = J / dt ;. 

12. a . 定义 I 可测集上的测度户为^^二1(&)若£可积，否则 ia E ) = supUQ ： A ): A 匚 E , A 可 

积}.证明 p 是一个测度且是使得 1 W =. J / d ^ 的最小测度. 

b . 证明对该测度 〆 X )= IIJII = sup {/(/)：/ 6 L ,/<1}. 

c . 证明若 imi < oo , 则该测度"是使得 j (/> = J /知 且 〆 幻 =iu ii 的惟一测度. eh 
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索引中的页码为英文原书页码，与书中页边标注的页码一致. 


A &. B 

(A 和 B ), 2 

AOB 

(交集 ），12 

AVB 

(A 或 B ), 2 

A\JB 

(并集 12 

A 

(非 A ), 2 

A 

( A 的补集）， 12 

A=>B 

(若 A , 则 B ), 2 


(对称差）， 13 

A ㈡ 3 

( A 当且仅当 B ), 2 

Ra 

Aee 

> 

( x ) 

(对于所有: r )，2 

\ (属于 e 的 a 的交集 ），： u 

(3* r ) 

(存在一个: c )，2 

n ( A ： Aee ) 

J 

■ 

(证明完毕）， 4 

R 

(实数集〉，31 

N 

(自然数集 ）， 7 

xVy 

xAy 

(工 与; V 的最大值 ）， 34, 49, 394 


U 是 A 的一个元素 ）， 7, 34 

(：>： 与 y 的最小值），34, 49, 394 

A 匚 B 

( A 是 B 的一个子集），7 

Um 

(上极限）， 38 

{xex ： P(x)} 

( X 中满足 PU ) 的工 ）， 7 

二 1 

(特殊的博雷尔集），53 

0 

(空集 ）， 8 • 

} 


w 

(单点集)，8 

KD 

a 的长度 ）， 54 

{x, y) 

(无序对），8 

9 TI 

(勒贝格可测集类 ）， 59 

< x , y) 

(有序对 ）， 8 

Xa 

( A 的特征函数），70 

La, b] 

(闭区间 ）， 40 

C [0, 1] 

([0, 1] 上的连续函数空间 ）， 126 

( a , 6) 

(开区间 ）， 40 

R ” 

(欧几里得空间〉，139 

xxy 

(■ X •与 y 的直积 ）， 8, 140, 184 , 303 


(中心在: r 的球 ）， 141 

Xx, 

(直积），20，150, 184 

E 

(E 的闭包 ）, 43，140, 172 

X 

X A 

(直积），184 

户丄 v 
a . e . [^ d ] 

(相互奇异测度 ）， 276 
(除#=0的集合外 ）， 276 

g ° f 
f\A 

(复合)，10 
( F 限制于 A )， 10 

V《fl 

[g] 

(幻关于 P 绝对连续 ）， 276 

<Xi)Ui 

(有限序列 ）， 11 

(拉东-尼柯迪姆导数).，278 


(无限序列 ）， 11 

a 。 

( CI 的集的可数并集 ）， 293 

ycx ) 

( P 的子集所成的集合 )， 12 

fiXv 

(积测度 ）， 304 
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A 

Absolute value of a measure ( 测度的绝对值）， 275, 
280(37)® 

Absolutely continuous function ( 绝对连续函数 ），108 
measure ( 测度 ）， 276 
Algebra ( 代数 ) 

Boolean ( 布尔 ）， 17, 394, 395 
灰 of functions ( 函数的 ），210 
measure ( 测度 ），398 
of sets ( 集合的）， 17, 394 
Almost everywhere (a. e.)( 几乎处处 ）， 69 
convergence ( 收敛 ）， 73 
Archimedes, Axiom oK 阿基米德，公理 ）， 35 

B 

Baire ( 贝尔〉 

category ( 范畴 ），158 
measure ( 测度）， 299，332 
set( 集）， 332, 334 
Ball( 球）， 141 ， 219(9) 

Banach Hmit ( 巴拿赫极限）， 228(20), 367 
Banach space ( 巴拿赫空间）， 124, 218 
Ba*se( 基）， 175, '233, 372 
countable ( 可数 ），177 
local( 局部）， 233, 372 
at a point ( 在一点上的 ），175 
Binary expansion ( 二进制展开）， 40(22) 

Bolzano-Weierstrass Property ( 波尔査 诺-魏 尔斯特拉 
斯性质）， 153, 193 
Boolean algebra ( 布尔代数）， 17，395 
Borelfield ( 博雷尔域 ），18 
Borel ( 博雷尔 ）. 


equivalence ( 等价 ）， 4 02 
measurable ( 可测）， 71(26) 
measure ( 测度）， 329, 332，406 
set ( 集 ）， 52 ， 332, 334 
Bounded set ( 有界集）， 33, 332 
Bounded ( 有界 ) 

linear functionaK 线性泛函）， 130，226 
linear operator ( 线性算子 ），22 

C 

Cantor ( 康托尔） 

ternary function ( 三分函数）， 50(48), 71(28), 
111(15) 

tieinary set ( 三分集（康托尔集 ）） ， 46 (37), 
64(14 )， 186(47) 

Caratheodory Extension Theorem (卡拉泰奥多里延拓 
定理 ）， 295 

Caratheodory outer measure (卡拉泰奥多里外测 
度 ）， 327 

Carrier ( 承载形）， 408, 417 

Cartesian product ( = direct product) ( 笛卡儿积（二直 
积 )） 

Category( 范畴 ） ，158 
Characteristic function ( 特征函数 ），70 
Cauchy ( 柯西） 

criterion ( 准则 ），37 
sequence ( 序列）， 37, 96(25) , 123, 146 
Closed graph ( 闭图像 ），232 
Closed set ( 闭集）， 43,142, 172 
Closure ( 闭包 ）， 43 ， 142, 172 
Cluster point ( 聚点）， 38, 146, 173 
of a net (— 个集合的 )，189 
Coarser topology ( 粗拓扑 ），174 


© 括号中的数字为习题号. 
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Compactness ( 紧性）， 153, 190 
countable ( 可数 ），193 
locaK 局部 ），199 
sequential ( 序列）， 153，194 
Complement ( 补 ），13 
Complete measure ( 完备测度 ），256 
Complete space ( 完备空间）， 124, 147, 218 
Completely regular space ( 完全正则空间 ），179 
Component ( 成分 ），183 
Complex measure ( 复测度）， 280(37) 

Composition ( 复合 ），10 
Conjugate space ( 共扼空间 ），226 
Connected ( 连通 ），182 
arcwise ( 弧式的 ）， 183 
locally ( 局部的 ），183 
Continuity ( 连续性）， 47, 144，173 
absolute ( 绝对）， 108，276 
uniform (— 致）， 148, 187, 220, 374 
Continuous function ( 连续函数）， 47，144 
uniformly (— 致地 ），148 
Contrapositive ( 倒置的 ），3 
Convergence ( 收敛）， 37 ， 146，173 
in the mean ( 平均 ），123 
in measure ( 依测度 ）， 95, 262 (13) 
pointwise ( 逐点）， 49 ， 73，184 
uniform (— 致）， 49, 188 
Con vex ( 凸 ) 

function ( 函数 ），113 
hull ( 包 ）， 242 
set ( 集合 ）， 239 

Coordinate chart ( 坐标图 ），207 
Countable ( 可数）， 11，21 
Countability axioms ( 可数性公理 ）， 177 
Counting measure ( 计数测度 ），55 (4), 254 
Covering ( 覆盖）， 44，153 

locally finite ( 局部有限 ），204 
star-finite ( 星有限 ），205 , 

Vitali ( 维塔利 ）， 97 

Cumulative distribution function( 累积分布函数 )， 299 


D 

Decomposable measure ( 可分解的测度）， 281(40) 
Dense ( 稠密）， 46(31), 142 
Derivate ( 导数 ），99 
Derivative ( 导数 ），99 

Radon-Nikodym ( 拉东 - 尼柯迪姆 ），278 
Diameter ( 直径 ）， 140 

Direct product ( 直积 ）， 8, 20, 140, 184, 304 
Direct sum ( 直和 ），185 
Directed system ( 有向系 ），188 
Discrete tope logy ( 离散拓扑）， 172 
Disjoint ( 不相交 ），13 ■ • 

Domain(( 定义）域 ），9 ， 

Dual space ( 对偶空问 ），226 

E 

Egoroff’s Theorem ( 叶果洛夫定理 ），73 (30) 

Empty set ( 空集 ），8 

Envelopes , upper and lower ( 上下包络 ）， 52 (51) 
Equicontinuity ( 等度连续性）， 167,188 
topological ( 拓扑 ），362 
Equivalence relation ( 等价关系 ），23 
Extreme point ( 极值点 ），241 

F 

Family ( 族 ），6 
Held ( 城 )，31 

ordered ( 序 ），32 
Finer topology ( 较细拓扑 ），174 
Finite Intersection Property ( 有限交性质）， 153，190 
Function ( 函数 ），9 

absolutely continuous ( 绝对连续 ），108 
characteristic ( 特征的 ）， 70 
continuous ( 连续）， 47，144 
convex ( 凸 ），113 

measurable ( 可测）， 66, 259, 392 
semicontinuous ( 半连续）， 51(50) ， 195 ， 196(9) 
set ( 集 ）， 54, 253 
singular ( 奇异 ），111 
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Functional ( 泛函）， 130, 222 

G 

Graph ( 图）， 9,. 232 
Group topology ( 群拓扑 ），371 

H 

Haar measure ( 哈尔测度 ），373 
Hahn decomposition ( 哈恩分布 ），274 
Hausdorff Maximal Principle ( 琴 斯多夫最大原理 ），25 
Hausdorffspace ( 豪斯多夫空间 ）， 178 
Hein^Borel Theorem ( 海涅 - 博雷尔定理 ）， 44 
Hilbert cube ( 希尔伯恃立方体 ），184 
Hilbert space ( 希尔伯特空间 ），245 
Homeomorphism ( 同胚）， 50, 144，174 
uniform (— 致 ），148 
Homogeneous space ( 齐性空间 ），361 
Homomorphism , lattice ( 同态，格 ），393 
Hull ( 包 ) 

convex( 凸 ），242 
measurable ( 可测的）， 324(42) 
HurwitzintegraK 胡尔维兹积分 ），388 

I 

[mage ( 映像 ），9 

: ff ( 当且仅当 ），2 

indexed set ( 加标集 ），15 

: nduction, mathematicaK 归纳，数学归纳 ），7 

: nfimum ( = greatest lower bound) ( 下确界 〉， 33 

injective (=one~to_one) ( 单射 ），10 

:nner product ( 内积 ），245 

•Ulterior ( 内部）， 143,172 

Intermediate Value Theorem( 介值定理）， 48，182 

.nternal point ( 内点 ），239 

: nvariantmeasure ( 不变测度 ），361 

: nverse image ( 逆象 ），9 

isolated point ( 孤立点 ），402 

•sometry ( 等距）， 145, 415 

J 

ensen inequality ( 詹森不等式 ），115 
ordan decomposition ( 若尔当分解 ），274 


K 

Kernel , measurable ( 核，可测 的 〉， 324 (42) 

Kernel，of an operator ( 算子的核 ），222 

L 

Lattice ( 格） ， 210,419 
Least upper bound ( 上确界 ）， 33 
Lebesgue decomposition ( 勒贝格分解 ）， 278 
Umit ( 极限 >, 37, 123, 146, 173 
Banach ( 巴拿赫）， 228(20), 367 
of a net (— 个集合的 ）， 189 
Limit superior ( 上极限）， 38，50 
Lindelof space ( 林德若夫空间 ），177 
Linear functionaK 线性泛函）， 130，222 
Linear operator ( 线性算子 ），220 
Linear space ( = vector space) ( 线性空间（=向量空 
间 ））， 118 

Locally compact ( 局部紧 ），199 
Locally connected ( 局部连通 ），183 
Locally convex ( 局部凸 ），240 
Locally finite ( 局部有限 ），204 
Locally measurable ( 局部可测 ），257 
Lusin's Theorem ( 鲁金定理 >, 74 (31) 

M 

Manifold ( 流形 ）， 206 

differentiable ( 可微 ），208 
linear ( 线性 >, 218 
Moore ( 穆尔）， 208(38) • 

Maximal element ( 极大元 ），25 
Measurable ( 可测的） 

cover ( 覆盖 ），324 (42) 
function ( 函数）， 67, 259, 392, 429 
hulK 包）， 324 (42) 
map ( 映射 ），392 
set( 集）， 58,289 
space ( 空间 ），253 
Measure ( 测度）， 55, 253 

on an algebra ( 代数上的测度 ），291 




complete ( 完备 ）， 256 
complex-valued ( 复值）， 280(37) 
counting ( 计数 ），55 (4) ，254 
decomposable ( 可分解的 ），281 (40) 
Lebesgue ( 勒贝格 ）， 56, 61 ， 309, 383 
saturated ( 饱和 ），257 
semifinite ( 半有限 ），256 
<j-finiteGr 有限 〉，256 
signed ( 带号 ）， 271 ' 

Measure algebra ( 测度代数 ），3 9 8 
Measure space ( 测度空间 ），2 5 3 
Metric ( 度量 ），139 

equivalent ( 等价 ），145 
extended ( 扩充 ），141 
Metric space ( 度量空间 ），139 
Metrizable space ( 可度量化空间 ），172 
Modular function ( 模函数 ），382 

N 

w-tuple(n 元组 ），10 
Natural numbers ( 自然数）， 7，34 
Neighborhood ( 邻域）， 143, 176 
Net ( 网 ）， 189 

Norm ( 范数）， 118, 217, 220 
Normal space ( 正规空间 ），178 
Normed space ( 賦范空间）， 118，218 
Nowhere dense ( 充处稠密 ），158 
Null function ( 零函数 ）， 428 
Null set ( 零集 ）, 271, 396 

o 

One~to-one (— 对一 ）， 10 
Onto ( 到 …… 上）， 9, 144 
Open ( 开） 

action ( 作用 ），376 
interval ( 区间 ），40 
mapping ( 映射 ），229 
set ( 集 ）， 41, 141, 171 


Ordering ( 序） 

linear ( 线性 )，25 
partiaK 偏 ），24 
Ordinal ( 序数 ）， 26 
OrthogonaK 正交 ），246 
OrthonormaK 规范正交 ），246 
Osgood’s Theorem ( 奥斯古德定理）， 170(51) 

Outer measure ( 外测度）， 56 ， 2 8 8 

CarathSodory ( 卡拉泰奥多里 ），327 

regular ( 正则 ）， 294 

topologically regular ( 拓扑正则 ），346 

P 

Paracompact ( 仿紧 ），205 
Partial ordering ( 偏序 ），24 

Piecewise linear function ( 分段线性函数 ），50 (47) 
Positive set ( 正集 ），271 
Product ( 乘积） 

direct ( 直积）， 8, 20, 140, 184, 303 
measure ( 测度 ），304 
topology ( 拓扑 ），184 
Proper map ( 适当映射 ），201 
Pseudometric ( 拟度量 ） ，140 
Pseudonorai ( 拟范）， 21 9 (10) 

Q 

Quasi regular ( 拟正则 ），340 
Quotient( 商）， 24 ， 219, 377，395 

R 

Radon-Nikodym derivative (拉东一 尼柯 迪姆导数 ），278 
Range ( 值域 ），9 
Rational numbers ( 有理数 ），34 
Real numbers ( 实数 ），31 
extended ( 扩充的 ），36 
Reductio ad absurdum ( 归缪法 ） ，3 
Reflexive relation ( 自反关系 ），23 
Reflexive space ( 自反空间 ），227 


Ordered field ( 有序域 ），32 


Regular ( 正则 ) 


Ordered pair ( 有序对 ）， 8 


measure ( 测度 ），337 





主题索引 289 


outer measure ( 外测度）， 2 9 4 
set ( 集 ）， 337 

Regular space ( 正则空间）， 1 了 8 
Relation ( 关系 ），23 
Residual set ( 余集 ）， 158 
Restriction ( 限制 ) 

of a function ( 函数的 ），10 
of a measure ( 测度的 ），258 (4) 
Riemann-Lebesgue Theorem ( 黎曼 - 勒贝格定理）， 
94 (16) 

Riesz Representation Theorem ( 里斯表示定理）， 132, 
284, 357 

S 

r-algebra U 代数 ）， 18, 395 
广 boundecKa 有界 ），332 
r-compact(ff 紧 ），203 
rfiniteG 有限 ）， 256 
t- homomorphism(o 同态 ）》393 
厂 ideaKa 理想 ）， 396 
T-ring(ff 环 ），258 (9) 

S 

Saturated measure ( 饱和测度）， .257, 299 (9) 
Schwarz Inequality ( 施瓦茨不等式）， 24 6 
Second Axiom of Countability (第二可数性公 
理 ），177 
Segment(g), 27 
义 mialgebra ( 半代数 ），297 
3emicontinuous ( 半连续）， 51, 195, 196 (9) 
SemiHriite measure ( 半有限测度 ），256 
Separable ( 可分） 

measure algebra ( 测度代数）， 3 兆 
metric space( 度量空 间 〉， 142 
Separated ( 可分）， 182, 240 
Sequence ( 序列 ），10 

Cauchy ( 柯西）， 37, 123, 146 
summable ( 可求和）， 39(18)，124 
;et ( 集 ）， 6 

function ( 函数）， 54，253 


mapping ( 映射 ），392 
Simple function ( 简单函数）， 77，260 
Singleton ( 单点集 ）， 8 
Singular ( 奇异 ) 

function ( 函数 ）， 111 (16) 
measure ( 测度）， 2 7 6 
Soma ( 体 ）， 396 
Sphere( = ball)( 球）， 141，219 
Spheriod (=balD ( 球体 ），141 
Star-finite ( 星 - 有限 )，205 
Step function ( 阶梯函数 ），51 
Strong topology ( 强拓扑 ），236 
Stronger topology ( 较强拓扑）， 1 7 4 
Subadditivity ( 次加性 ）， 55 (2), 119, 288 
Subordinate ( 从属 ），200 

Summable sequence ( series )( 可求和序列（级数））， 
39 (18), 125 
Support ( 支撑） 

of a function ( 函数的 ），200 
of a measure ( 测度的 ），351 (24) ，408 
Supporting line ( 支撑直线 ），115 
Supporting set ( 支撑集 ），241 

Supremum (= least upper bound) ( 上确界（最小上 
界 )），33 

Surjective (=ontoK 满射（映上 ））， 9 

T 

Ternary ( 三进制） 

expansion ( 延伸 ），40 (22) 

function ( 函数 ）， 50 (48), 71 (28), 111 (15) 

set ( 集 ），46 (37)，64 (14) 

Topological ( 拓扑的） 
group ( 群）， 37 2 
property ( 性质）， 144, 187 
space ( 空间 ），171 
vector space ( 向量空间 ），233 
Topology ( 拓扑 ），171 

countable ( 可数的 ）， 177 

half-open intervaK 半开区间 ）， 177 (15) 

metrizable ( 可 . 度量化 ），172 
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of pointwise convergence ( 逐点收敛 ），184 

stronger, finer ( 强，细 ）；174 

weak ( 弱 ），236 

weak ， （弱 • ），237 

weaker ， coarser ( 较弱，较粗 )，174 

Zarisld ( 扎里斯基 ）， 181 (29) 

Total boundedness ( 全有界 ），154 
Total variation ( 全变差 ) 

of a function ( 函数的 ），103 
of a measure ( 测度的）， 275, 280 (37) 
Transitive group ( 传递群 ），361 
Translation invariance ( 平移不变）， 54, 361 
Tychonoff Theorem ( 吉洪诺夫定理）， 197, 234 

U 

Uniform Boundedness Principles (— 致有界原理）， 
160 ， 232 
Uniform (— 致） 

continuity ( 连续 ），148 
convergence ( 收敛）， 49，187 
convexity( 凸性）， 418 
equivalence ( 等价）， 14 8 
homeomorphism ( 同胚 ），148 
properties ( 性质）， 148, 187 


Uniform space (— 致空间 ），187 
Unimoduiar group( 幺模群 ），382 
Union ( 并 ），12 

Univalent ( = one-to-one) ( 单叶（一对一））， 1C 
Unordered pair ( 无序对 ），8 
Upper bound ( 上界 ），33 
Urysohn，s Lemma ( 乌雷松引理 ）， 179 

V 

Vector lattice( 向量格）， 419 

V ector space (= linear space) ( 向量空间 （= 线性空 
间 )）， 217 

Vi tali covering ( 维塔利覆盖 ），97 

W 

Weak topology ( 弱拓扑 ），236 
Weak - topology ( 弱 • 拓扑 ），237 
Weaker topology ( 较弱拓扑 ），174 
Weakest topology ( 最弱拓扑 ），174 
Well-ordering ( 良序 ）， 26 

Z 

Zariski topology ( 扎里斯基拓扑 ），181 (29) 



